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APUNTES DE PROGRAMACION LINEAL

UNA APROXIMACION DE LA INVESTIGACION OPERATIVA A LA PLANIFICACION DEL
USO MULTIPLE

El manejo forestal es el arte y la ciencia de elaborar decisiones con respecto a la organizacion,
uso y conservacion de los bosques. Tales decisiones pueden involucrar el futuro a largo plazo de los bosques
o las actividades diarias y deben tratar con sistemas forestales muy complejos o con partes simples. El area
geografica a considerar puede ser un pais, una region o un rodal.

En la elaboracion de decisiones de este tipo, los administradores forestales usan modelos. Los
modelos son representaciones abstractas del mundo real que son utiles para propodsitos de pensamiento,
prediccion y elaboracion de decisiones. Los modelos pueden ser muy informales, mayormente intuitivos,
apoyados por experiencia e informacién que no se pone junta de un modo sistematico. Sin embargo, en el
proceso de pensar acerca de un problema, ponderar alternativas y alcanzar una decisién, uno usa
indudablemente un modelo que es una representacion muy abstracta de lo que es el problema en la vida real.
Muchas decisiones son elaboradas con esta clase de modelos informales. Los resultados pueden ser muy
buenos, especialmente para un administrador habil y experimentado, pero el proceso es unico para cada
individuo y es dificil de aprender.

Modelos méas concretos han sido ampliamente usados por forestales. Algunos son fisicamente
muy parecidos a lo que ellos representan. Por ejemplo, un hidrélogo forestal puede usar un modelo de agua y
arena de una cuenca que difiere de la real solo con respecto a la escala. Un mapa forestal es un ejemplo de un
modelo mas abstracto. Hay una correspondencia muy pequeiia entre el mapa y el bosque que éste representa,
sin embargo, los mapas son esenciales en muchas actividades forestales. Se toman pocas decisiones sin
referirse a ellos.

Los modelos matematicos no son nuevos en ingenieria forestal. Relaciones biométricas entre el
volumen por acre (0,4 ha.) de un rodal, sus especies, su edad y las condiciones del terreno sobre el que éste
desarrolla, han sido ampliamente expresadas en términos de tablas o de funciones matematicas. Los
economistas forestales han desarrollado formulas para calcular el valor de la tierra en términos de su
produccién esperada, valor de mercado o de sus egresos, sus costos de manejo y tasas de interés. Estos
modelos de inversion son fundamentales en la elaboracion de decisiones en ingenieria forestal.

Modelos de Sistemas

Los problemas de manejo forestal involucran muchas variables diferentes. Algunas son
bioldgicas, tales como la potencialidad de crecimiento de una combinacién particular de suelo y especies;
otras son econdmicas tales como el precio de la madera y el costo de las labores y otras son sociales, tales
como las leyes medioambientales que pueden regular el tratamiento de un bosque. A menudo, estas variables
estan interrelacionadas; cambios en una pueden influenciar las otras.

Todas estas variables y las relaciones que las mantienen juntas constituyen un sistema. A
causa de la complejidad de los sistemas forestales, la prevencion de las consecuencias idoneas de una
decision particular no es una tarea facil. Por ejemplo, para responder a la alta demanda de madera, el
administrador de un parque nacional puede sentir que la corta actual de volumen deberia incrementarse, pero
las leyes establecen que los bosques nacionales deben ser manejados para un flujo no declinante de madera.
Forzara a disminuir la produccion futura un incremento en el nivel de cosecha presente?. En tales
situaciones, los modelos ayudan a los administradores a predecir las consecuencias de sus acciones. En un
sentido, un modelo es un artificio que trae el mundo real al laboratorio o a la oficina.

Aunque los modelos de sistemas pueden formularse con matematicas, las matematicas no
pueden hacerlos trabajar. La razén es que s6lo modelos matematicamente muy simples tienen soluciones
analiticas exactas. Por ejemplo, un modelo simplificado del crecimiento de una poblaciéon de ciervos en un
bosque estableceria que el crecimiento se produce a una tasa proporcional al nimero de animales. Esta
relacion puede expresarse como una ecuacion simple cuya solucion da el tamafio de la poblacion como una
funcion del tiempo.



Sin embargo, el crecimiento de la poblacion es también una funcion de la cantidad de comida
disponible en el bosque, la que en si misma cambia a una tasa que depende de la forma en que el bosque es
administrado y asi continla. Para moderar estas relaciones apropiadamente se necesita un sistema de
ecuaciones para el cual no hay soluciones exactas, s6lo aproximadas.

Este ejemplo es tipico de las situaciones de los modelos de sistemas. Por su naturaleza, no
tienen soluciones exactas. Deben ser resueltos por métodos numéricos lo que esencialmente es por prueba y
error. Pero el niimero de pruebas puede decrecer considerablemente mediante algoritmos. Los algoritmos
son procedimientos de calculo que aseguran que, comenzando por una aproximacion grosera, se puede
alcanzar una solucioén buena dentro de un razonable nimero de pasos. Los algoritmos han sido largamente
usados en la aproximacioén de soluciones a las ecuaciones, pero su poder se ha incrementado inmensamente
con las computadoras digitales. Sin embargo, la disponibilidad de computadoras baratas y muy poderosas
entrafia sus riesgos. En ingenieria forestal tal como en otros campos ha conducido a menudo al desarrollo de
modelos torpes, engorrosos y caros. Asi como los buenos mapas aluden a lo antedicho, los buenos modelos
son los mas simples que dan la pregunta que debe ser respondida. Demasiadas veces se ha pensado que los
modelos podian "hacer todo". Asi se puede ganar mucho definiendo precisamente el problema de manejo a
ser resuelto y limitando el modelo estrictamente a ese problema. A este respecto uno puede reconocer tres
elementos en el desarrollo de modelos: definicion del problema, construccion de modelos e implementacion
de modelos. El tipo de modelo que se puede construir influencia en alguna medida como puede ser definido
el problema y eso hace a la forma en la cual puede ser implementado el modelo. En desmedro de esto, se
gasta demasiado poco tiempo en precisar la definicion del problema. Un problema de manejo forestal bien
definido es mas de la mitad de la resolucion del mismo.

Uno de los principales problemas que enfrenta el administrador de tierras silvestres es la
satisfaccion de las demandas de crecimiento de la gente relacionadas con los variados productos y
experiencias que tales tierras pueden proveer. Las tierras publicas, incluyendo los parques nacionales, estan
siendo llamadas a satisfacer estas demandas en una gran proporcion. La diversidad de demandas conduce a
conflictos que incrementan tanto las dificultades como el nimero de problemas que enfrenta el
administrador. Por ejemplo, ciertos grupos de intereses favorecen un enfoque conservacionista del manejo de
tierras que involucra el disefio de grandes areas de tierras como recreacionales o parques nacionales. Estas
areas podrian manejarse para la preservacion de la flora y fauna naturales, mientras que la produccion de la
mayor parte de otros productos seria desalentada. En el otro extremo, otros grupos de intereses favorecen
politicas de manejo de tierras que resaltan la generacion de productos tales como madera y forraje.

Dado que los administradores direccionan el proceso de como satisfacer mejor estas demandas,
ellos deben determinar las capacidades productivas de los recursos. Esto involucra la determinacion de:

1) la adecuacion del area para producir los productos/experiencias deseados,
2) el nivel o tasa en la cual estos productos/experiencias pueden ser producidos sin destruir el potencial
productivo a corto plazo.

Desafortunadamente, la determinacion de las capacidades productivas es complicada debido al
pobre entendimiento de los sistemas biologicos que caracterizan atin un recurso natural pequefio. Como
resultado de esto los impactos, especialmente de largo plazo de algunas estrategias de manejo pueden ser
dificiles de estimar. Como un ejemplo extremo de este problema, algunas cortas de tala rasa que se han
aplicado sobre sitios pobres han dificultado el establecimiento de la regeneracion y los sitios han estado sin
poblarse durante afios posteriores a la cosecha.

Analisis de sistemas en el manejo de recursos naturales

A causa de problemas de este tipo, el desarrollo de un plan de manejo de tierras que sea
comprensible, operativo y efectivo para un gran sistema de tierras silvestres tal como un bosque nacional, es
un proceso muy complejo. Serd necesario considerar un gran numero de problemas, demandas, estrategias de
manejo y sistemas de respuestas al manejo. Debe asimilarse una gran cantidad de datos y un procedimiento
racional para el desarrollo y evaluacion de los planes alternativos disefiados. Tales planes deben desarrollarse
en una forma que asegure la sensibilidad hacia los problemas publicos y los intereses de manejo; la
utilizacion de las mejor informacion técnica disponible y lo mas importante, la sensibilidad hacia cambios en
los asuntos publicos, intereses de manejo e informacion técnica.

Todos estos factores se combinan para crear una situacion donde el manejo efectivo es tanto
importante como dificil de implementar.
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Situaciones como estas conducen por si mismas a la aplicacion de técnicas de analisis de
sistemas. La programacion lineal (PL) en particular, ha probado ser una ayuda analitica muy util en este
proceso. Al mismo tiempo que este trabajo se concentra en la aplicacion de la PL a la planificacion del
manejo de tierras, es importante tener en cuenta que esta técnica ha sido aplicada a una gran variedad de
problemas en el manejo de recursos naturales y a los forestales en particular. Entonces, puede sefialarse que
la programacion lineal es una técnica de optimizacion muy general. Puede ser aplicada a diferentes
problemas, algunos de los cuales nada tienen que ver con ingenieria forestal o aun con la ciencia del manejo;
sin embargo la programacion lineal fue disefiada (y se usa primordialmente) para resolver problemas de
manejo. En efecto, fue una de las primeras herramientas practicas planteada para abordar complejos
problemas de elaboracion de decisiones comunes a la industria, la agricultura y el gobierno.

La programacion lineal es miembro de un grupo de técnicas o modelos conocidos como
técnicas de programacion matematica. Otros miembros de este grupo incluyen programacién de metas o de
objetivos, que es un caso particular de programacion lineal, programacion de enteros y una variedad de
programaciones no lineales tales como programacion cuadratica y geométrica. Todas estas técnicas se
clasifican como modelos de optimizacion y estan disefiadas para elegir una alternativa "optima" entre un
grupo de alternativas posibles o factibles. La alternativa dptima es aquella que produce el valor minimo o
maximo de algin criterio de funcionamiento numéricamente mensurable. cada uno de estos modelos esta
compuesto por un grupo de relaciones matematicas que son funciones de actividades que contienen las
alternativas. Estas relaciones describen el criterio de optimizacion (funcion objetivo) y el grupo de
alternativas factibles (restricciones debidas a las limitaciones del sistema que esta siendo modelado). En el
modelo de programacion lineal, todas las relaciones matematicas son lineales. En los modelos de
programacion no lineal, una o mas de las relaciones son no lineales.

Los modelos de programacion matematica son miembros de un grupo mas amplio de técnicas
clasificado como técnicas de investigacion de operaciones. Es dificil establecer una definicion precisa del
término "investigacion de operaciones". Una definicion posible es que las técnicas de investigacion de
operaciones incorporan una metodologia cientifica para la elaboracion de decisiones. Simulacion
computacional, teoria de la decision y analisis de redes son otros ejemplos de técnicas de investigacion de
operaciones.

Programacion lineal y el proceso de planificacion

Las diez acciones minimas interrelacionadas que comprende el proceso de planificacion son
las siguientes:

1. Identificacion de problemas, intereses y oportunidades.

2. Desarrollo de criterios de planificacion (criterios generales y de evaluacion)
3. Datos de inventario y obtencion de informacion

4. Analisis de la situacion de manejo

5. Formulacion de alternativas

6. Efectos estimados de las alternativas

7. Evaluacion de las alternativas

8. Seleccion de alternativas

9. Implementacion del plan

10. Monitoreo y evaluacion

Es importante notar que mientras algunas de estas acciones son secuenciales con respecto al
tiempo, algunas ocurren al mismo tiempo y otras se repiten a través del proceso de planificacion.

A causa de la necesidad de diferentes clases de expertos, la formacion de un equipo
interdisciplinario efectivo es uno de los pasos mas importantes en este proceso. Los miembros de este equipo
deben tener un entendimiento general del rol de la PL en el proceso de planificacion, aun cuando pueden no
estar directamente involucrados con la formulacion y resolucion del modelo. La PL es s6lo una de un
nimero de ayudas analiticas disponibles para usar en el desarrollo de planes. Esto sugeriria, y lo haria
correctamente, que la formulacion y soluciéon de un programa lineal es s6lo un aspecto del proceso de
planificacion. Desafortunadamente, existe una tendencia a creer que "PL" y "planificacion" son sinénimos.
La formulacion y solucion de un programa lineal es a menudo considerada como la misma cosa que el



desarrollo corriente de un plan. En realidad, es s6lo un paso, aunque uno muy importante, en el proceso
completo de planificacion.

La PL satisface plenamente las siguientes funciones:

1. Sintesis de informacién: un modelo representativo de cualquier sistema tan amplio y complejo como un
conjunto de bosques nacionales y/o regionales debe ser capaz de utilizar grandes cantidades de informacion
o datos. Por ejemplo, tales datos incluyen tasas de generacion de productos o coeficientes de produccion de
recursos para diferentes prescripciones de manejo. La PL sintetiza los datos obtenidos de actividades
tempranas en el segmento de "Coleccion de Informacion y Datos del Inventario" del proceso de
planificacion. Esta informacion se utiliza con los resultados de las actividades de "Capacidad" y
"Delineacion del area de analisis" en la formulacion del modelo basico. Se incorporan actividades realizables
de manejo como las determinadas por la actividad de "Desarrollo de prescripciones de manejo" y la de
"Coeficientes de produccion de recursos”, las que se determinan a partir de "Inventario de recursos" y
"Adecuacion/capacidad". La actividad de "generaciéon de la matriz de PL" conjuga la generacion de
coeficientes con la estructuracion y almacenaje del modelo en la computadora.

2. Asignacion de recursos. Una vez que el modelo esta formulado, puede ser resuelto usando los paquetes
de software especificamente disefiados para este propdsito. La solucion consiste en la asignacion de recursos
(por ejemplo el nimero de acres que se manejan bajo cada prescripcion de manejo y la cantidad de productos
-madera, forraje, aguas, sedimentos, etc.- producidos. Es a causa de esto que a menudo el modelo de PL se
denomina "modelo de asignacion". Los modelos de programacion lineal también pueden usarse para
prescripciones de planes de manejo y egresos de recursos fuera de tiempo. La solucion provee la base para
un plan, aunque el plan abarca mas que esta solucion. Una formulacion correcta de un modelo de PL asegura
que la solucién sera consistente con las capacidades ecologicas de la superficie del terreno. Esto se logra,
parcialmente, con la incorporacion de limitaciones ecoldgicas en el modelo, en forma de restricciones.

3. Analisis del plan alternativo: la programacion lineal es una ayuda muy util en la formulaciéon y
cuantificacion de egresos de cada plan alternativo considerado, incluyendo aquel llamado "no-accion" o
proyeccion de la alternativa de direccion del manejo actual. Dado que estos resultados proveen la base tanto
para el analisis de los efectos estimados y la evaluacion de flujos financieros entre diferentes alternativas,
este paso es vital para el desarrollo de una alternativa preferida. Cada vez que el modelo se reformula o
modifica de alguna manera y se vuelve a resolver, se genera un plan alternativo. Los investigadores
operativos se refieren a estos tipos de actividades como analisis de sensibilidad o de post-optimizacion. De la
misma forma, la PL puede ayudar en la revisiéon de un plan forestal existente de modo tal que éste pueda
responder a condiciones cambiantes.

En tanto esta discusion presenta una representacion simplificada de un proceso de
planificacion, se muestra como un modelo de PL puede ser utilizado para ayudar a formular un plan de
manejo de tierras basado en informacion obtenida en fases tempranas del proceso de planificacion. Dado que
la PL es una de las pocas técnicas que puede ser usada para organizar y sintetizar grandes cantidades de
informacion requeridas para desarrollar un plan de manejo de recursos y tierras, ha probado ser una ayuda
efectiva en esfuerzos pasados. Es importante recordar que se requieren datos confiables y una formulacién
correcta del modelo.

No importa cual sea el curso de accion elegido, los
administradores siempre enfrentan restricciones que limitan el rango de sus opciones. La programacion lineal
se ha disefiado para ayudarlos a elegir. El método puede mostrar no sélo cuales alternativas son posibles
("factibles" o "viables" en la jerga de la programacion lineal) sino que también puede ayudar a determinar la
mejor. Pero esto requiere que tanto el objetivo de manejo como las restricciones sean definidas en forma
matematicamente precisa. El primer modo practico de resolver programas lineales, el método simplex, fue
inventado por George Dantzig a fines de la década de 1940. La programacion lineal es por lejos el método de
investigacion de operaciones mas ampliamente usado, aunque la simulacion se estd volviendo también un
método muy efectivo.



REVISION DE CONCEPTOS ELEMENTALES
Sistemas de coordenadas y ajuste de pares coordenados

Para comprender aun un simple problema de programacion lineal deben entenderse ciertos
conceptos fundamentales acerca de sistemas coordenados y ajuste de ecuaciones e inecuaciones.

Un sistema de coordenadas x-y se usa para asignar una direccion, en la forma de un valor
coordenado de una x o de una y, a cada punto en un plano que contiene a los ejes x e y. Dado que no hay
problemas en la forma en que se nombran los ejes, cambiaremos el nombre del eje x a x| y el del eje y a x».
Este cambio se hace para acordar con la notacion estandar de programacion lineal. Cada punto en el plano
definido por este sistema coordenado puede ser localizado o descripto por la asignacion de valores X7 y x5.
Los dos ejes dividen el plano en cuatro secciones o cuadrantes. Cada cuadrante se caracteriza por el signo
(negativo o positivo) de los valores de x| y Xy que corresponden a puntos en aquel cuadrante. Estos signos
pueden determinarse examinando los signos de los valores de x| y X que se encuentran en las porciones de
los ejes que limitan el cuadrante.

Ploteo de puntos simples que corresponden a valores constantes

El punto donde los ejes x| y X7 se intersectan se llama el origen y tiene valores coordenados
de x1= 0 y x»=0. Para encontrar coordenadas para cualquier otro punto, se dibuja una linea vertical desde el
punto al eje x1 y al eje Xp y se leen los valores de x1 y xp en el punto donde las lineas se intersectan.

Ploteo de puntos correspondientes a valores constantes para xq y x;

Hasta ahora hemos hablado solamente de localizar puntos simples en un sistema coordenado.
Consideremos ahora la localizacion de varios puntos al mismo tiempo. Como ejemplo jcomo podriamos
localizar todos los puntos que tienen una coordenada x1=4 ?.

Antes de responder a esta pregunta, simplificaremos problemas reduciendo nuestra
consideracion al primer cuadrante solamente. La razon es la siguiente: en un contexto de PL, X7 y x5 se
llaman variables de actividad o variables de decision . En un problema dado de programacion lineal, estas
variables tienen alguna interpretacion fisica tales como el monto de bienes muebles e inmuebles de algun
tipo o el nmimero de acres sobre los cuales se aplican estrategias de manejo particulares. Por ejemplo
podriamos definirlos de esta forma:

x1= el nimero de acres en el cual se conduce la siembra de pastos para el ganado;
xp= el niimero de acres en los cuales se cosecha madera.

Claramente, se ve que no tiene sentido hablar de una cantidad negativa de acres o un monto
negativo de alguna mercancia. Dado que éste sera el caso para todas las variables de actividad asociadas con
un programa de planificacion lineal de uso de la tierra, podemos ignorar todos los cuadrantes excepto el
primero. En otras palabras, nunca consideraremos valores negativos de X1 y X».

Ahora, volvamos a la pregunta de como podemos ajustar un sistema coordenado donde los
puntos tienen un valor de x;=4. Dado que estamos solo interesados en el primer cuadrante, agreguemos la
restriccion de que x5 debe ser positivo. La linea que representa todos los puntos que satisfacen estas
restricciones es aquella vertical que intersecta el eje x| en el punto x{=4. Esta idea general podria sostenerse
para el ajuste de un grupo de puntos que satisfacen los requerimientos de x{= ¢, donde ¢ es cualquier
constante positiva, y X5 es positivo. Esto significa que el ajuste estaria representado por una linea vertical
que comenzara en el eje x7 en el valor x;= c. De la misma forma, para un valor xo= d (donde d es una
constante positiva) y X1 positivo, el ajuste estaria representado por una linea vertical que comenzara en el eje
x5 en el valor xo=d.

Desigualdades: x1 y/o x9 no son valores constantes

Los aspectos tratados previamente discuten acerca del ajuste de relaciones que especifican que
X] Y X son iguales a alguna constante. Tal relacion se denomina igualdad. Ahora queremos generalizar esta
idea para considerar casos donde x| y/o Xy no se restringen a ser iguales a alguna constante. Por ejemplo,
consideremos x1 y una constante arbitraria c. Hay dos casos posibles:
1. x1 es menor o igual a c;
2. X es mayor o igual a c.



Este tipo de relacion se conoce como desigualdad y se puede expresar matematicamente con la
ayuda de simbolos apropiados. Estos simbolos se indican > y < Para los dos casos sefialados arriba:
l.x1 <c¢;
2.x12c.

La discusion previa es pertinente para el caso que permite a las dos cantidades x| y ¢ ser
iguales. Los simbolos & y @ se usan para expresar relaciones donde las cantidades x| y ¢ nunca pueden ser
iguales entre si. Tales relaciones son estrictamente llamadas desigualdades.

Ajuste de relaciones de desigualdad que involucran una variable simple

X] =¢
Xy < d
Xp > d
donde ¢ y d son constantes arbitrarias.

Consideremos ahora como podemos ajustar el grupo de puntos que satisfacen estas relaciones.
Como un primer paso, consideremos el ajuste de la igualdad x| = 4. En la Figura 1 puede verse que todos los
puntos en el primer cuadrante que satisfacen la desigualdad estricta x| <4 se ubican a la izquierda de la linea
x] = 4. De la misma forma, todos los puntos que satisfacen la desigualdad estricta x| > 4 se ubican a la
derecha de la linea x] = 4.

L]
{ ]
_ Todos los puntos a la derecha de
10 T /‘- x| =4 linea salisfacen la relacion x1>4
°T |
84
74
. Todos los puntoes a la izquierda
o o x| <4 xl >4 de 1a linea satsfacen 1a relacion
x1=4
54
4 4
34
24+
| +
——t —t——t—— —
I 2 34 5 8 7 8 910 X

Figura 1: Ajuste de la relacion x| = 4 que muestra la localizacion de los puntos donde x| <4y x; X 4.

Los puntos que satisfacen cualquier desigualdad pueden descomponerse en dos categorias:
1. Aquellos que satisfacen la porcion de igualdad -por ejemplo x; =4 0 Xy = 6-;
2. Aquellos que satisfacen la desigualdad estricta -por ejemplo x| <4, x| >4,Xxy <6,x2 > 6-.

El ajuste de puntos en la primera categoria equivale a ajustar ecuaciones lineales en que
(asumiendo que la desigualdad es lineal) una linea serd el resultado. Los puntos que caen en la segunda
categoria son todos aquellos debajo de o a la izquierda de la linea de igualdad, si la desigualdad estricta es <.
En el otro lado, se hallan los puntos encima de o a la derecha de la linea de igualdad, si la desigualdad
estricta es >. Cuando se ajustan puntos que satisfacen una desigualdad, ellos consisten en todos aquellos que
satisfacen por un lado la desigualdad estricta y los que estan en la linea que satisface la igualdad.

En las desigualdades, la restriccién de no-negatividad puede expresarse como xj > 0y x5 > 0.
Los puntos que satisfacen la porcion de igualdad de esta restriccion son aquellos que se ubican en las
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porciones positivas de los ejes x y xp. Los puntos que satisfacen las porciones de desigualdad estricta son
aquellos que se encuentran en el primer cuadrante en si.

En la Figura 2 se ha graficado el grupo de puntos que satisfacen el siguiente grupo de
desigualdades en forma simultanea y que corresponde al area sombreada:
X1 20yx1<4; x9>0yxy<6.

X2

9 T X =4

'S 1 'l ' I
T L) ¥ T L
56 7 8 9 10 X

Figura 2: El grupo de puntos que satisface x; >0,x7 >0,x1 <4 yxy <6.

En la comprension de la programacion lineal es particularmente importante entender la forma
en que se ajustan los grupos de puntos que satisfacen desigualdades.

Ajuste de ecuaciones que involucran xq y xy

Una relacion entre x| y Xo de la forma ax| + bxy = c es lineal; el ajuste de un grupo de puntos
que satisfacen la relacion consistird en una linea recta. Una vez que dos puntos de cualquier linea se han
ajustado, la linea entera puede ajustarse. Para ver como trabaja esto, consideremos la siguiente relacion:
3x1 +2x9 =18

Hay varios métodos que se pueden usar para ajustar esta linea. Uno de los mas faciles es
determinar la localizacion de los interceptos o puntos donde la linea intersectaria los ejes x1 y Xy si fuera
ajustada. Estos puntos son féaciles de determinar si uno reconoce que xy = 0 donde la linea cruza el eje x| y
x1 = 0 donde la linea cruza el eje xy. Los interceptos pueden calcularse como sigue:

1. Para encontrar el punto donde la linea cruza el eje x (intercepto de x7), se sustituye x5 = 0 en la ecuacion
y se resuelve para x;. Para nuestro ejemplo:

3x1 +2(0)=18
3x1=18
X1 =6
y el intercepto x1 es x; =6, xp =0.

De la misma forma se procede para calcular el intercepto para x5 que resulta x»=9, x1=0.

Una vez que se resuelve la ecuacion, la linea que la representa (es decir, el grupo de puntos
que satisfacen la relacion mostrada arriba) puede ajustarse tan solo localizando estos puntos y conectandolos
con una linea recta. Como puede notarse, estamos solo interesados en los valores en el primer cuadrante.

Se puede calcular la ecuacion para una linea expresada en la forma x» = mxy + b donde m es
la pendiente y b es el intercepto de x. Relaciones de la forma axy + bxy = ¢ pueden expresarse en la forma
X9 =mxq + b para resolver para una de las variables en términos de la otra. Por ejemplo, resolviendo para x5
en términos de x| en la ecuacion 3xy + 2xy = 18 conduce a Xy = (-3/2) x; + 9. La pendiente para este
ejemplo es m = 3/2 y el intercepto x5 es b= 9.



Ajuste de desigualdades que involucran a xy y xp

El procedimiento para el ajuste de puntos que satisfacen las desigualdades de la forma ax +
bxy < ¢y ax] + bxy > c es basicamente el mismo que aquel usado para ajustar ecuaciones que involucran
solamente a x| o X. Esto es, ajustamos la linea que representa la ecuacion axq + bxy = c. Si la desigualdad
es de la forma < todos los puntos debajo de la linea en el primer cuadrante también satisfacen la

desigualdad. Si es de la forma >, todos los puntos sobre la linea en el primer cuadrante satisfacen también la
desigualdad.

Para ver esto, consideremos el ejemplo que se grafica en la Figura 3. Todos los puntos en el
area A conducen a obtener valores menores de 18 cuando se sustituyen en la ecuacién 3x; + 2xy < 18.
Consideremos el punto Py que en la figura tiene coordenadas x| = 3, xp = 2. La sustitucioén de estos valores
en la ecuacion conduce a: 3(3) + 2 (2) = 13. Dado que 13 es menor que 18, hemos mostrado que el punto
(x1 =3, xp = 2) satisface la desigualdad estricta 3x| + 2x < 18. De la misma forma, puede demostrarse que
todos los puntos en el 4rea B, satisfacen la desigualdad 3x| + 2x5 > 18. Como ejemplo, consideremos el
punto Py , con coordenadas x| = 4, Xy = 6. La sustitucion de estos valores en la ecuacion conduce a: 3(4) +
2(6) = 24. Dado que 24 es mayor que 18, el punto satisface la desigualdad estricta 3x1 + 2xy > 18.
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Figura 3: Ajuste de una ecuacion lineal que muestra su relacion con puntos que producen valores mas
grandes y mas pequefios.

INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

Se verd una introduccién a la programacion lineal en un nivel elemental. Los conceptos
basicos y la terminologia se presentan con la ayuda de un extenso ejemplo.

Ejemplo de stock ganadero en un establecimiento rural

Supongamos que un establecimiento rural tiene el equivalente de 100 unidades animales por
afio (UA) o forraje disponible para esa cantidad. El propietario ha sido tradicionalmente un ganadero
dedicado a los bovinos, pero su nueva esposa tiene amor por las ovejas. Su esposo acuerda con tener al
menos 100 cabezas ovinas si ¢l puede tener por lo menos 50 cabezas bovinas. Sin embargo, sus empleados
amenazan con irse si tiene mas de 200 ovejas.

El problema: ;cudntas vacas y ovejas deberia tener el ganadero de forma que pudiera
maximizar el beneficio sujeto a las restricciones sefialadas?

Informacién adicional: una vaca consume una UA de forraje por afio. Cinco ovejas consumen una UA de

forraje por afio. Cada vaca produce un beneficio de $60 sobre la venta. Cada oveja produce un beneficio de
$10 sobre la venta.



Formularemos esta situacion como un problema de programacion lineal. A partir de la
descripcion sefialada, es claro que las dos variables en el problema son x| = el niimero de vacas y x5 = el
numero de ovejas. Entonces, el problema es determinar los valores de x; y X7 de modo que se maximice el
beneficio del ganadero.

Desarrollemos ahora la ecuacion que nos dird cuanto beneficio obtendra el propietario para
cualquier valor de x1 y x».
Beneficio (§) = 60x + 10x)

Esta relacion se verificaria chequeando las unidades de las cantidades en el lado derecho de la
ecuacion.

Hemos dicho que deseamos maximizar el beneficio, lo cual implica que deberiamos hacer la
cantidad 60x + 10x) tan grande como fuera posible. Cuanto mas grandes sean x| y X5 (cuantas mas vacas
y ovejas se vendan), mas grande sera el beneficio del propietario.

Tal aproximacion no es realista si se ignora cualquier "limite" o "restriccion" que la capacidad
del establecimiento pone a la produccion de vacas y ovejas. En este ejemplo, los unicos limites especificados
son aquellos concernientes a la capacidad del establecimiento para la produccion de forraje y los
requerimientos del ganadero, su esposa y sus empleados contratados.

Expresiéon matematica de las restricciones

Restriccion de la capacidad de carga: hay un total de 100 UA de fooraje disponibles, lo que significa que el
stock de ganado no puede consumir mas que esto. Podemos ver que:

[1 UA/cabeza de ganado bovino] (x1) + [1/5 AU/cabeza de ganado ovino] (xy) = N° de UA de forraje
consumidas

Dado que queremos estar seguros que esto no excedera 100 UA, escribimos:
Ix1 + (1/5)x5 <100

Esta desigualdad expresa la restriccion de la capacidad de carga en forma matematica.

Requerimientos de ovejas de la esposa: dado que la esposa desea al menos 100 ovejas, esto significa que:
xp > 100

Requerimientos de vacas del propietario: dado que el ganadero desea al menos 50 vacas, esto significa que:
x1 =50

Limitante de los empleados del establecimiento respecto de las ovejas: dado que los empleados no toleraran
mas de 200 ovejas, esto significa que:
Xy <200

Restricciones logicas o de no-negatividad: dado que un ntimero negativo de vacas o de ovejas no tiene
sentido, tenemos las siguientes restricciones de no-negatividad en X1 y X»:
x120,x9>0

En general, para cualquier problema de PL, las restricciones sefialadas mas arriba se
mantienen. En este ejemplo, sin embargo, son redundantes o innecesarias. ;Porqué? Escribamos ahora el
problema completo de stock ganadero en el establecimiento, en formato de PL.

Queremos maximizar el beneficio (60x1 + 10x,)sujeto a las siguientes restricciones:
Capacidad de carga: 1x1 + (1/5)x5 < 100;
Ovejas de la esposa: X9 > 100;
Vacas del ganadero: x1 > 50;
Ovejas de los empleados: x5 < 200;
No-negatividad: x; >0, xy > 0.



Una solucion para este problema consistiria en la determinacion de los valores de x1 y x5 (el
numero de vacas y ovejas) que satisfaceran todas las restricciones y maximizaran el beneficio. Esto es,
queremos determinar los valores para x| y Xy que producirdn un beneficio igual o mayor que el valor de
beneficio que surja de la seleccion de cualquier otro valor para x| y X que satisface todas las restricciones.
Esta solucion se conoce como la solucion dptima del problema, porque nuestro criterio de optimizacion es la
maximizacion del beneficio del ganadero.

OBSERVACIONES GENERALES ACERCA DE PROGRAMACION LINEAL

La programacion lineal fue usada por primera vez durante la Segunda Guerra Mundial; desde
entonces, ha sido aplicada a una amplia gama de problemas. Una de las definiciones mas comunes de PL es
que asigna recursos limitados o escasos entre actividades competitivas de una manera optima. Esta definicién
caracteriza la naturaleza de los problemas a los cuales la técnica ha sido aplicada.

Las areas de aplicacion de la PL incluyen planificacion de produccion, asignacion de
combustible para aviones, seleccion de carteras de stock, patrones navales y patrones de almacenamiento en
depositos. En la actividad forestal, la técnica se ha aplicado a problemas de planificacion de cortas de
madera, operacion de aserraderos, obtencion de madera, planificacion de inventarios y planificacion del uso
de la tierra.

Notacién de las variables: se hace una observacion para la notacion de las variables (x| y X5) que denotan
numero de vacas y de ovejas. Uno podria sentirse mas confortable con algo como:

v = numero de vacas

0 = numero de ovejas

porque es mas facil asociar estos nombres de variables con vacas y ovejas. Si uno elige hacer esto, no hay, en
teorfa, algun problema; las variables pueden nombrarse con el nombre que uno desee. La notacion xj, X5 se
usa no solo porque es estandar en PL, sino también porque los problemas de PL del "mundo real" involucran
a menudo cientos o miles de variables. Por ello, se requiere un sistema de notacion sistematico para poder
seguir el rastro a las variables.

EL MODELO GENERAL DE PROGRAMACION LINEAL
EL MODELO DEL ESTABLECIMIENTO GANADERO

El modelo de PL para el problema del establecimiento ganadero es un caso especial del modelo
general de programacion lineal en aquellos que contienen todos los mismos componentes. Los componentes

del modelo del establecimiento ganadero se reiteran para proveer una analogia y para clarificar la discusion
acerca del Modelo General de Programacion Lineal que se ve a continuacion.

Maximizar Beneficio (Z) = 60x1 + 10xy
(Funcién Objetivo)
Sujeta a 1x7 + (1/5)xp <100
X7 > 100
Las siguientes restricciones operacionales
Xy <200

X120,X220

Cuadro 1: Componentes del modelo de stock ganadero

El modelo general contiene n variables de actividad o de decision y m restricciones
operacionales (no incluye las restricciones de no negatividad). Si nombramos las variables de decision
como:

entonces, se desea encontrar valores para estas variables que maximizaran
Z=c1X] T eoxp t ... tepXy

este grupo de valores debe satisfacer las dos restricciones operacionales m:
aj|x] tajpxp +...+tappxy <by
ay|x] tapyxy +...+ayx, <by
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Aam1X] TamXo + ... tappXy < bm

y las restricciones de no-negatividad:
x120,x920,..... Xp =0

La notacion usada para el modelo general es:

Los ¢i's j = 1, 2, ..., n) son los coeficientes de las variables de decision (x;) en la
funcion objetivo (ejemplo: 3x5). El indice j es el de conteo o de adicion para las variables de decision
(j = 1 significa xq, etc.)

Los bj's (i=1, 2, ...., m) son los valores sobre la mano del lado derecho (MLD), de las
restricciones. El indice i es el de conteo para las restricciones (i = 1 significa la primera restriccion,
etc.)

Finalmente, los a;;'s son los coeficientes de las variables de decision en la mano del lado
izquierdo (MLI) de las restricciones (aij es el coeficiente de Xj en la restriccion i;1=1, 2, ..., m; j =
1,2,..,n).

Deberia notarse que un supuesto importante de la PL, a menudo violado, es que todos
los coeficientes del modelo son constantes conocidas.

Se hace una observacion acerca del tipo de desigualdades o restricciones operacionales
en el modelo general. Podra notarse que, en el modelo general, todas las desigualdades de
restricciones operacionales son de la forma menor o igual que (<), mientras que el modelo del
problema del establecimiento ganadero tiene dos restricciones operacionales de la forma mayor o
igual que (). El modelo general se da en lo que se conoce como la forma estandar o candnica,
mientras que el modelo del establecimiento ganadero no esta de esta forma a causa de las restricciones
X, Tales desviaciones de la forma estandarizada son comunes y, como se vera mas tarde, no tiene un
efecto significativo en la solucién del problema.

Otras situaciones que a menudo pueden encontrarse son las funciones objetivo que son
minimizadas y las restricciones en forma de igualdades ( = ). Discutamos ahora cada componente del
modelo de PL.

FUNCION OBJETIVO. CUANTIFICACION DEL CRITERIO DE OPTIMIZACION

(Z) = 60xq +10xy; 0
(Z)=cyx] tcoxp + . FepXy

Esta funcién es a menudo llamada la funcién criterio, y la variable asociada Z es la
variable criterio. Esta funcion sirve para cuantificar el criterio de optimizacién para un problema
dado. Esto se hace por la asignacion de un valor numérico (en el problema del establecimiento
ganadero es un valor de beneficio) a cada solucién o grupo posible de valores en las variables de
decision.

En el problema del establecimiento ganadero, el criterio de optimizaciéon es la
maximizacion del beneficio y la funcidon objetivo determina el beneficio resultante de cualquier valor
de x7 y x9.

En el modelo general, los coeficientes cq, ¢9, ..., ¢, miden la contribucién por unidad
de cada variable de decision al criterio de optimizacion. Por ejemplo, en el problema del
establecimiento ganadero, ¢;=$60 y co=$10 representan el beneficio por cabeza de vaca y oveja,
respectivamente.

Hemos expresado la funcién objetivo en términos de todas las variables de decision en

el modelo general pero, en muchos problemas, algunas de estas variables pueden no aparecer en esta
funcidon. Esto es andlogo a establecer que algunos de los Cj’s pueden ser cero.
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A pesar que la maximizacion del beneficio es uno de los criterios de optimizacion mas
frecuentemente usados, no es el Gnico que se tiene en cuenta. Por ejemplo, las funciones objetivo para
los problemas de planificacion del uso de la tierra se establecen a menudo en términos de
minimizacion de costos, maximizacion del retorno neto presente o maximizacion de algun producto
tal como agua, forraje o madera.

RESTRICCIONES

Las restricciones en el modelo de PL pueden descomponerse en dos tipos: las
operacionales y las de no-negatividad.

Las restricciones operacionales surgen de la naturaleza del sistema que el modelo
representa. Por ejemplo, en el problema del establecimiento ganadero, la primera restriccion
operacional refleja la capacidad del sistema para producir forraje. Se incluye en el problema porque el
establecimiento tiene un limite en la cantidad de forraje que puede producir y por ende, necesitamos
restringir la produccion de vacas y ovejas en concordancia con ello. Las restantes restricciones
operacionales en el problema del ejemplo, reflejan los deseos de la gente asociada con el
establecimiento.

Las restricciones de no-negatividad son restricciones logicas que reflejan la
imposibilidad de tener cantidades negativas de las mercancias o cosas utiles que representan las
variables de decision. Por ejemplo, en el problema del ejemplo estas restricciones reflejan la
imposibilidad de tener nimeros negativos de vacas y ovejas. En muchos problemas, las restricciones
operacionales hacen redundantes las restricciones de no-negatividad para algunas de las variables.
Muchos paquetes de computacion de PL asumen automaticamente que ellas son parte del problema.
Como resultado de ello, el usuario no necesita especificarlas como datos a ser ingresados en la
computadora.

En el modelo general, los aij's i=1,2,...,m;j=1,2, .., n) fueron usados para
nombrar los coeficientes de las variables de decisién en la mano del lado izquierdo (MLI) de las
restricciones. Como hemos visto en el ejemplo del establecimiento ganadero, i = 1, 2, 3, 4 (4
restricciones operacionales) y j = 1, 2 (2 variables de decision).

Referido al Cuadro 1, vemos que para la primera restriccion operacional (i=1), tenemos
aj] =1 yajp=1/5. Similarmente, para la segunda restriccion operacional (i=2), ay; =0y app = 1.
Note que algunos de los aij's pueden ser cero. En la mayor parte de los problemas de planificacion de
manejo de tierras, la mayoria de los aij's son ceros.

En el modelo general, los b;'s (i =1, 2, ..., m) son usados para nombrar los valores MLD
para las restricciones operacionales. En el ejemplo, by = 100, by = 100, bz = 50 y by = 200. cada
restriccion operacional corresponde a la limitacion sobre alglin recurso y los valores MLD representan
la cantidad limitante de estos recursos (100, 100, 50, 200). En el problema del ejemplo, el forraje es
un recurso limitado; hay como maximo 100 UA's (el valor MLD de la restriccion de forraje)
disponibles.

VARIABLES DE DECISION (O DE ACTIVIDAD)

En cualquier problema de PL, las restricciones y la funcion objetivo son funciones
lineales de un grupo de variables que se conocen como variables de decision o de actividad.
Especificar valores para las variables de decision es equivalente a especificar una estrategia de manejo
en términos de los niveles y tipos de actividades que se implementaran. En el problema del
establecimiento ganadero, las variables de decision representan el niimero de vacas (x1) y el nimero
de ovejas (x) que pueden constituir el stock del establecimiento. Un ejemplo de una estrategia de
manejo seria acumular 50 vacas (x; = 50) y 100 ovejas (xp = 100). En general, para cualquier
problema de PL, se especifica una estrategia cuando un valor no-negativo (alguno de estos valores
puede ser cero) se asigna a cada variable de decision en el problema.

La programacion lineal deriva su nombre de que todas las relaciones matematicas,
expresadas por la funcion objetivo y las restricciones, son lineales. Esto es, no contienen términos
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que involucren ya sea potencias de las x's o productos cruzados de las x's. Por ejemplo, las
expresiones:

Xx]+ (1/5))(22 y x12 +(1/5)x1 %9
son expresiones no lineales en x1 y X5. Dicho de otra forma, todas las relaciones en el modelo general
de PL y en nuestro ejemplo son lineales en las variables de decision.

DEFINICIONES EN PROGRAMACION LINEAL

Definimos una estrategia para cualquier problema de PL como un grupo de valores
asignados a las variables de decision asociadas con el problema. Las restricciones asociadas con el
problema, definen lo que se conoce como grupo de estrategias factible o viable.

Una estrategia factible es aquella que satisface todas las restricciones en el problema.
En un problema de PL, lo que determina cual de las estrategias viables es la Optima, es la
cuantificacion, por parte de la funcion objetivo, del criterio de optimizacion.

Para un problema de PL, la estrategia optima es la estrategia viable que maximiza (o
minimiza) la funcion objetivo. Cuando los valores de las x's que corresponden a la estrategia optima
se reemplazan en la funcion objetivo, el valor resultante de Z es al menos tan grande como (o al
menos tan pequefio como) el valor de Z que resulta cuando son sustituidos los valores de x
correspondientes a cualquier otra estrategia viable.

Un problema de programacion lineal se resuelve determinando cual estrategia, dentro
del grupo de estrategias viables, es la optima. Esto es, se determina la estrategia que tanto maximiza o
minimiza la funcion objetivo.

Con referencia al ejemplo del establecimiento ganadero: ;cuales de las siguientes
estrategias son viables o no-viables?
1. x1 = 60 vacas, xp = 150 ovejas
2.x1 =75 vacas, Xy =90 ovejas
3.x] =45 vacas, xy = 175 ovejas

1. Esta es una solucion factible dado que el nimero de vacas excede el minimo de 50 que pretende el
ganadero, y el nimero de 150 ovejas se ubica entre el numero mas bajo de 100 pretendido por la
esposa y el valor de 200, que es el limite superior impuesto por los peones. Por otra parte, 1(60) +
1/5(150) = 60 + 30 = 90, que es inferior al limite superior de forraje que es de 100 UA's.

2. Esta solucion es inviable, porque 90 ovejas es inferior al requerimiento de 100 animales, por parte
de la esposa del ganadero.

3. Esta solucion es también inviable porque 45 vacas es inferior al requerimiento de 50 que tiene el
ganadero.

Puede notarse que una vez que una estrategia viola una restriccion, no es necesario
examinarla con mas detenimiento para determinar la inviabilidad, pues una estrategia factible debe
satisfacer todas las restricciones.

MATRICES Y VECTORES

Una matriz es una disposicion rectangular de numeros que tienen un cierto nimero de
filas (m) y de columnas (n), donde m y n son enteros arbitrarios.

Un vector es una matriz compuesta por una sola fila (vector fila) o una sola columna
(vector columna) de nimeros o variables.

Los términos matriz y vector se introducen porque se encuentran frecuentemente en
discusiones de programacion lineal. En particular, consideraremos los 4 casos siguientes:
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Caso 1: El Vector de Coeficientes de la Funcion Objetivo

Este vector (en forma de fila) es [cq, ¢),....., cy] para el modelo general de PL y es un
vector 1 x n (un coeficiente en la funcion objetivo para cada una de las n variables de actividad o de
decision). Algunas veces, este vector se denomina vector precio o vector costo. En el ejemplo, el
vector precio es [60, 10] y es un vector de 1 x 2.

Caso 2: El Vector de Variables de Decision

Este vector (en forma de fila) es [X1, X9,...., Xp] para el modelo general y es un vector 1
x n. En el ejemplo, es [x1, Xp] y es un vector 1 x 2.

Caso 3: La matriz de Coeficientes de Variables de Actividad en los Lados de la Mano Izquierda
de las Restricciones

En el modelo general de PL, serd una matriz de m filas (m restricciones) por n columnas
(n variables de decision). Esto es:

Los indices sobre los elementos (a’s) en la matriz, identifican la direccidén en cuanto a
fila y columna para cada elemento. Esta matriz se llama matriz A o matriz de actividad o matriz
tecnologica. En el ejemplo, la matriz A es:

1 1/5
A= 0 1

1 0

0 1

Note que esta matriz tiene cuatro filas (una para cada una de las 4 restricciones
operacionales) y dos columnas (una para cada una de las 2 variables de actividad).

Caso 4: El Vector de los Lados de la Mano Derecha para las Restricciones

En el modelo general de PL, este vector (en forma de columna) constara de m
elementos (uno para cada restriccion operacional). Esto es:

by
by

bm

Este vector se llama vector de disponibilidad de recursos, vector de requerimientos,
vector LMD o mas a menudo el vector B. En el ejemplo, el vector B sera:

100

B= 100
50

200

Note que este vector tiene cuatro elementos, uno para cada restriccion operacional en el
problema.
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EL METODO MATRICIAL PARA EXPRESAR EL. MODELO DE PL

Hasta ahora, hemos expresado los modelos de programacion lineal en forma de
ecuaciones o de desigualdades. Hay otra forma de escribir un problema de PL que se llama método o
cuadro matricial.

Para ver como se hace, consideremos el problema del establecimiento ganadero.
Expresado de esta manera, las restricciones y las variables de decision se identifican como filas y
columnas, respectivamente. El cuadro o matriz contiene solo los coeficientes de las variables de
decision, los tipos de restricciones y los valores del lado de la posicion derecha (LMD). La principal
diferencia entre ambos formatos es que, en el método matricial, no se pueden expresar explicitamente
las variables de decision asociadas con cada coeficiente. Para un problema pequefio como el del
ejemplo, no toma mucho mas tiempo expresar el problema en forma de ecuaciéon que en forma
matricial. Sin embargo, para grandes problemas que involucran cientos o miles de registros
matriciales, el tiempo extra requerido para escribir las variables de actividad apropiadas con cada
coeficiente puede ser considerable. Por ello, la forma matricial ofrece ventajas de ahorro de tiempo.

Filas (Tipos de Columnas Numero de Numero de Tipo de MLD
Restricciones)  (Variables de| wvacas (x7) ovejas (xp) Restriccion

Decision)
Disponibilidad de forraje 1 1/5 < 100
Requerimiento de ovejas de 1 > 100
la esposa del ganadero
Requerimiento de vacas del 1 > 50
ganadero
Requerimientos de ovejas de 1 < 200
los peones
Funcion objetivo 60 10 - -

Cuadro 2: Matriz o tabla de representacion del problema del establecimiento ganadero.

Puede notarse que en la figura donde una variable de decision no aparecid en una fila de
una restriccion particular, la celda fue dejada en blanco, en lugar de ingresar un cero. La matriz A
para un problema tipico de manejo de tierras tendrd un gran ntimero de tales celdas vacias porque
varias filas de restricciones involucran solo un pequefio numero de variables de decision definidas
para el problema (por ejemplo como se menciono antes, varios de los aij's = 0). Dejando en blanco el
gran numero de celdas que contienen coeficientes iguales a cero se ahorra tiempo y aumenta la
facilidad con que la matriz puede ser interpretada.

Un resultado del uso del formato matricial ha sido el incremento del uso del término
"fila" para significar restriccion y del término "columna" para significar variable de decision. Es
importante darse cuenta que cuando se escucha un postulado como: el coeficiente para ovejas en la
fila de forraje es 1/5, esto significa que el coeficiente de la variable de decision que representa el
numero de ovejas en la restriccion de forraje es 1/5.

También es importante darse cuenta que los nimeros en una matriz de programacion
lineal realmente representan los coeficientes de las variables de decision en restricciones de igualdad
y desigualdad. Asi cuando se cambian estos coeficientes o se agregan nuevos, se estan haciendo
cambios en las restricciones existentes o se esta agregando nuevas restricciones al problema.

EL PROBLEMA DE LAS UNIDADES

Hasta este punto, hemos hablado acerca de las ecuaciones de restriccion y de
desigualdad sin importarnos las unidades que estan asociadas a ellas. Supongamos una ecuacion de la
forma A = B. Para que la igualdad tenga algin sentido, la cantidad A debe estar en las mismas
unidades que la unidad B.

Esta idea se aplica también a las desigualdades. Esto es, una desigualdad A> Bo A <
B, no tiene sentido al menos que las cantidades A y B estén en las mismas unidades. Para examinar
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esto mas detenidamente consideremos las unidades de algunas de las restricciones en el problema del
establecimiento ganadero, como por ejemplo la del forraje:
x1 +(1/5)xy < 100
Las unidades implicadas en esta relacion son:
[1UA /cabeza de vaca] [x] cabeza de vaca] + [1/5UA /cabeza de oveja] [xy cabeza de oveja] < 100
UA

Note que las unidades "cabeza de vaca" y "cabeza de oveja" se cancelan de modo que la
cantidad X1 T (1/5)x) ge expresa en términos de UA's. Asi, tenemos las mismas unidades en cada
lado del signo de la desigualdad.

Como se sefialara anteriormente, cada fila de la matriz corresponde a una restriccion, y
cada columna corresponde a una variable de actividad. De la discusion posterior en unidades,
concluimos que:

1. Cada variable de actividad (columna) tiene una unidad asociada;

2. Cada coeficiente de restriccion tiene una unidad asociada; y

3. Cada restriccion (fila) se expresa en términos de alguna unidad que depende de las unidades en 1 y
2.

En el desarrollo de matrices para cualquier problema de programacion lineal, es
importante tener siempre presentes las unidades.

UNA INTERPRETACION GRAFICA DEL PROBLEMA DE STOCK DEL ESTABLECIMIENTO
GANADERO

Con este problema, existe un importante aspecto que no hemos cubierto, y es la interpretacion
grafica del mismo. Para pequefios problemas de PL, tales como el del stock ganadero, que involucran dos
variables de decision, podemos usar un sistema simple de coordenadas para describir graficamente con
exactitud lo que esta ocurriendo en el problema. Este esfuerzo sirve, al menos, a dos ttiles propositos:

1. Podemos ajustar las desigualdades restrictivas y, por lo tanto, ajustar el grupo de soluciones viables.

2. Podemos realizar una mirada hacia dentro del procedimiento mediante el cual es resuelto un problema de
programacion lineal.

La aproximacion grafica se limita generalmente en su aplicacion a problemas de dos variables.Es
dificil (pero no imposible) hacer ajustes en tres dimensiones (tres variables de decision), pero no se puede
hacer ajustes en cuatro a mas dimensiones. A pesar de estas limitaciones, la interpretacion grafica es todavia
una técnica util, porque las introspecciones que provee para problemas de dos variables son igualmente
aplicables a problemas mas grandes. Esto significa que las relaciones matematicas encontradas en el
problema simple de dos variables, pueden generalizarse a problemas con cualquier nimero de variables de
decision.

Ya hemos indicado que cualquier solucién o estrategia para el problema del establecimiento
ganadero consiste en la asignacion de valores numéricos a las variables de decision (x| = niimero de vacas y
Xy = numero de ovejas). Asi, podemos usar un sistema de coordenadas X1, X para representar todas las
estrategias o combinacion de valores para x| y X».

Como se menciond en secciones previas, en la mayor parte de las situaciones las variables de
decision para un programa de PL pueden tomar sélo valores positivos. Ciertamente, esto es cierto para el
ejemplo del establecimiento ganadero, dado que nimeros negativos de vacas y ovejas no tienen sentido.
Matematicamente, estas restricciones logicas se representan por las restricciones de no negatividad, x> 0;
xp > 0.

Desde un punto fijo de ajuste, estas restricciones de no negatividad nos permiten ignorar todos los
cuadrantes del sistema coordenado, excepto el primero. Esto significa que las restricciones de no negatividad
eliminaran las estrategias que no correspondan a puntos en el primer cuadrante.

Para propdsitos de referencia, el problema completo e inmodificado del establecimiento ganadero es
como sigue:
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Max. Beneficio (Z) = 60x1+ 10xy
Sujeto a: 1x7 + (1/5)x5 < 100;

X > 100;
Xq >50;

X7 <200
X120, x9=>0.

Como en las restricciones de no-negatividad, las restricciones operacionales tienen una
interpretacion grafica. En la introduccion a la seccion de Programacion Lineal se indico que:

1. Las restricciones operacionales definen el grupo de soluciones viables donde una estrategia viable se
define como una que satisface simultdneamente todas las restricciones.

2. La estrategia Optima es aquella en el grupo de estrategias viables que maximiza beneficios (en este
ejemplo) como lo expresa la funcion objetivo.

De acuerdo con esto, se dividira la discusion de la interpretacion grafica del problema del
establecimiento ganadero en dos partes.

DETERMINACION DEL GRUPO DE SOLUCIONES VIABLES

Nuestro procedimiento consiste en ajustar cada restriccion operacional. Una vez que todas estan
ajustadas, podemos delinear el grupo de soluciones viables para cada problema.

Restriccion de las ovejas de la esposa del ganadero

Consideremos esta restriccion, x5 > 100. El grupo de puntos (estrategias) que satisface esta
restriccion se ilustra en la Figura 4. Este grupo, representado por el area sombreada consiste en todos los
puntos en el primer cuadrante con una coordenada x5 de 100 o mas. Todos los puntos debajo de la linea xy =
100 son eliminados de la consideracion de soluciones viables, porque violan el requerimiento de cantidad de
ovejas de la esposa del ganadero. Todos los puntos por encima de xy = 100 son soluciones viables hasta
donde lo desee la esposa del ganadero.

OVEJAS
*2

3004

2004

100

Figura 4: El grupo de estrategias que satisfacen los requerimientos de la esposa del ganadero
Restriccion de los peones

Consideremos la restriccion, xp < 200. La Figura 5 muestra el ajuste del grupo de puntos que
satisfacen tanto los requerimientos de los peones como el de la esposa del ganadero. Este requerimiento
elimina cualquier estrategia que tenga mas de 200 ovejas ( xp < 200); por lo tanto, todos los puntos por
encima de xp =200 violan esta restriccion y por ello no pueden ser soluciones viables. Las dos restricciones
combinadas restringen las posibles estrategias viables a aquellas que estan representadas por puntos en el
area sombreada en la Figura 5.
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OVEJAS
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3004

X, =200
200 T y f .2

100

\xleoo
t t t t t t X)
25 50 (] [[a]s] 125 150
VACAS

Figura 5: El grupo de estrategias que satisfacen tanto los requerimientos de la esposa del ganadero como el
requerimiento de los peones del establecimiento

Restriccion del ganadero

La siguiente restriccion representa el requerimiento de ganado vacuno del ganadero, xp > 50. El
grupo de puntos que satisface este requerimiento y los dos anteriores se representa por el area sombreada en
la Figura 6. Solo los puntos que estan a la derecha de la linea (como también los de la misma linea)
representan las estrategias que satisfacen el requerimiento del ganadero. La adicion del requerimiento o

restriccion del ganadero tiene el efecto de eliminar todas las estrategias en el rectangulo rotulado con la letra
A.

OVEJAS ) )

xZ
L %1750
5004
400 4=
3004
200 - %7200
A
100
“oxs
x,=100
t } ¥ t t X
25 50 75 100 125 150
VACAS

Figura 6: El grupo de estrategias que satisfacen los requerimientos de la esposa del ganadero, el
requerimiento de los peones del establecimiento y el del duefio del establecimiento.

Restriccion de forraje

Finalmente, consideremos esta limitante 1x| + (1/5)xy < 100. Esta restriccion es funcion de x1 y x»,
por lo que el procedimiento de ajuste es diferente de aquellos usados para las restricciones previas. Dado que
es una restriccion del tipo <, solo las estrategias representadas por los puntos sobre o debajo de la linea 1x] +
(1/5)xp = 100 la cumplirdn. Por lo tanto, las Unicas estrategias que satisfacen esta restriccion y las tres
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anteriores son aquellas representadas por los puntos en el trapezoide sombreado en la Figura 7. Este es el
grupo de soluciones viables en el problema del establecimiento ganadero.

Un estudio cuidadoso del proceso de ajuste anterior puede proveer una vision interna del rol de las
restricciones en cualquier problema de PL. Cada una de ellas tiene el efecto de eliminar algunas estrategias
de la consideracion de estrategias viables porque ellas violan aquella restriccion. Cuando se consideran todas
las restricciones conjuntamente, puede haber un grupo de estrategias que no ha sido eliminado. Este grupo, si
existe, consiste en todas las estrategias que son viables para todas las restricciones. Por otra parte, es posible
tener un grupo de restricciones tal que no haya estrategias que las satisfagan a todas y en ese caso, no hay
una estrategia viable.

OVEJAS

2

% =50

El grupo de soluciones viables
{espacio de solucién) para el
problema del establecimiento
ganadero

xn =200
. N/ s

X

VACAS

Figura 7: El grupo de soluciones viables para el problema del establecimiento ganadero.

DETERMINACION DE LA SOLUCION OPTIMA

Se describira un proceso grafico para la identificacion de la solucion optima para el problema del
establecimiento ganadero. Este proceso se limita en su aplicacion, a problemas en los que el grupo de
soluciones viables puede representarse graficamente; por ejemplo, para problemas que tiene solamente dos
variables de decision. Sin embargo, el proceso es Util porque muestra como la naturaleza de la funcién
objetivo determina cual miembro del grupo de soluciones viables es la solucion 6ptima. También es util para
la elaboracion de algunos de los principios subyacentes de la metodologia general usada para resolver
programas de programacion lineal.

Determinacion de la Funcién Objetivo

Se comenzara la descripcion de este proceso examinando la funcidn objetivo (Z) = 60x1+ 10x5. Z
es la variable de criterio que en este caso es igual al beneficio.

Queremos seleccionar la estrategia que esta contenida en el grupo de estrategias viables de la figura
7 que maximizardn Z. Mediante el ajuste de diferentes valores de prueba de Z y dado que nuestra funcién
objetivo es lineal, obtendremos una serie de lineas rectas paralelas. Para observar esto, consideremos los
siguientes valores para Z y las lineas correspondientes que resultan cuando se ajusta la funcion objetivo.

Ejemplo 1:

Z =1000 = 60x1+ 10xy

Solucion para x2: x5 = 100 - 6x

Para esta linea, el intercepto X1 es: xp =0,
x1=100/6 =16 2/3

El intercepto x5 es:

X1= 0, X2 = 100
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Ejemplo 2:

Z = 3000 = 60x1+ 10x,

Soluci6n para x5: X9 = 300 - 6x

Para esta linea, el intercepto X7 es: xp =0, x1= 50
El intercepto x5 es:

x1=0, xp =300

Ejemplo 3:

Z = 6000 = 60x1+ 10xy

Solucién para x2: x5 = 600 - 6x

Para esta linea, el intercepto X1 es: xp =0, x;= 100
El intercepto x es:

x1= 0, xp = 600

Este procedimiento puede desarrollarse para cualquier valor de Z, pero los tres ejemplos dados son
suficientes para nuestros propositos. Las tres lineas se ajustan en la Figura 8.

OVEJAS
*z

VACAS

Figura 8: Ajuste de funciones objetivo del problema del establecimiento ganadero para tres valores de
beneficio.

Hay que notar que estas lineas tienen todas la misma pendiente; todas las lineas que resulten de
cualquier eleccion de valores de Z tendran esta pendiente. Por ejemplo, todos los puntos en la linea Z = 6000
= 60x7+ 10x, tienen valores coordenados que, cuando se sustituyen en la funcion objetivo, producen un
beneficio de $6000. En términos de estrategias, esto significa que todas las estrategias que producen un
beneficio de $6000 corresponden a puntos sobre la linea Z = 6000 = 60x1+ 10x. La misma observacion se
aplica a las lineas que corresponden a Z = 1000, 3000 o cualquier otro valor.

Ahora, podemos relacionar estas lineas al grupo de soluciones viables desarrollado antes en la
Figura 7. Ninguna de las tres lineas que resultan de nuestra seleccion de valores de prueba para el beneficio,
intersecta este grupo (Figura 9). Dado que cada una de estas lineas corresponde a las estrategias que
producen beneficios de $1000, $3000 y $6000, respectivamente, el hecho que estas lineas no intersecten el
grupo de soluciones viables sugiere que todos estos niveles de beneficio de prueba son inviables.

Obtuvimos nuestros tres ajustes de la funcion objetivo seleccionando niveles de prueba de beneficio
o valores de Z. La discusion anterior implica que si un valor de ingreso de prueba es viable para el problema
del establecimiento ganadero, entonces, la linea que resulta cuando se ajusta la funcion objetivo deberia
intersectar el grupo de soluciones viables (es decir, algunos de los puntos en esta linea corresponden a
estrategias viables para el problema).
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Figura 9: Ajuste del grupo de funciones viables y algunas pruebas de valores de funciones objetivo.

Consideremos las lineas que corresponden a Z = 1000 y Z = 3000. Estas lineas representan
estrategias que producen beneficios menores que el beneficio viable mas pequeiio.

Consideremos la estrategia representada por el punto A en la Figura 9. Este punto corresponde a la
interseccion de las lineas x;= 50 y xp = 100. EI beneficio para esta estrategia es: Z = 60(50)+ 10(100) =
$4000. Esta es una estrategia viable y, examinando la figura, es facil ver que cualquier otra estrategia viable
producira un beneficio mayor.

Siguiendo el mismo razonamiento, podemos ver que las estrategias representadas por la linea Z =
$6000 produce un beneficio que es mayor que el viable. Estos hechos sugieren que si comenzamos con
pequetios valores de prueba de Z y gradualmente los incrementamos, sucedera lo siguiente:

1. Los niveles de beneficio inicial definidos por los valores de prueba de Z seran menores que el monto
viable minimo (4000).

2. Si los valores de prueba se incrementan mas alla de 4000, los niveles de beneficio seran viables y las
lineas intersectaran el grupo de soluciones viables (Figura 10).

3. En algun valor de prueba (en este caso Z = $5800), la linea correspondiente intersectara el grupo de
soluciones viables en solamente un punto (en este caso el punto D). Este punto correspondera a la estrategia
optima que maximiza beneficios (Figura 10). En general esto es cierto, pero es posible que la linea intersecte
uno de los segmentos limite del grupo viable. Entonces hay un nimero infinito de soluciones dptimas.

4. Cuando se eligen valores de prueba de Z mas grandes (por ejemplo, Z = 6000, fig....(22), la linea se mueve

mas alla del grupo de soluciones viables. Los niveles de beneficio correspondientes a estas lineas son
inviables y mayores que el 6ptimo.
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Figura 10: Las soluciones optimas para el problema del establecimiento ganadero.

EL METODO SIMPLEX

El método grafico de prueba y error para determinar la solucion optima solo puede aplicarse a
problemas de dos variables. Afortunadamente, el procedimiento usado para resolver problemas de PL no
solo es relativamente eficiente sino que también trabaja para cualquier tamafio de problema, en tanto esté
correctamente formulado. Este método se conoce como el método simplex y es un procedimiento algebraico
mas que grafico.

La solucion 6ptima en el problema del establecimiento ganadero, se dio en uno de los extremos del
grupo de soluciones viables. Matematicamente puede probarse que para cualquier problema de PL, la
solucion Optima (si existe) se encontrard en uno de estos extremos. A causa de esto, los puntos que se
localizan en estos extremos adquieren una gran importancia y se conocen con nombres especiales, los mas
comunes de los cuales son punto de esquina o punto extremo. Las estrategias o soluciones que corresponden
a estos puntos extremos se llaman soluciones viables basicas.

El método simplex es un procedimiento para examinar puntos extremos seleccionados, uno después
del otro, para determinar si la solucion correspondiente es la optima. El procedimiento es mecanico o
repetitivo, en el que se usa el mismo proceso computacional para cada punto extremo que se examina. El
algebra subyacente es compleja, pero por suerte, no es necesario entender los detalles para usar la
programacion lineal como herramienta.

Para grandes problemas, el nimero de puntos es bastante grande también. Consecuentemente, su
testeo para la busqueda de la solucion dptima en forma fortuita o casual seria muy lenta y tediosa, aun con la
ayuda de computadoras de alta velocidad. En consecuencia, es importante que el procedimiento usado para
busqueda sea capaz de encontrar la solucion 6ptima tan rapido como sea posible.

El método simplex encuentra este criterio de eficiencia seleccionando lo que podria considerarse
como el camino mas corto entre el punto de comienzo y la solucion optima. Esto es, conceptualmente se
puede considerar al método simplex como moviéndose de un punto extremo a otro punto extremo, en un
viaje desde un punto inicial alrededor del limite de la region viable donde se halla la soluciéon Optima.
Usualmente hay muchos caminos posibles. Basado en experiencias computacionales previas en la resolucion
de grandes problemas de PL, el camino elegido por el método simplex es por lejos el mas corto que el mas
largo camino posible.

Entonces, con una excepcion, la comprension del algebra del método simplex no es necesaria. La

excepcion proviene del hecho que el paso inicial del método introduce algunos conceptos que son muy
importantes en la interpretacion de la solucion de un problema de PL.
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Como hemos visto, los problemas de PL involucran restricciones que a menudo estan en la forma de
desigualdades del tipo <= y/o >=. El primer paso en la aplicacion del método simplex a cualquier problema
involucra la conversion de todas estas desigualdades a ecuaciones o igualdades.

Variables de disminucion

Para ver como se hace esto, consideremos las restricciones en el problema del
establecimiento ganadero. La restriccion de forraje es x1 + (1/5)xy <= 100. Esta restriccion significa que la
cantidad x1 + (1/5)xy, que es la cantidad de forraje consumida por vacas y ovejas, debe ser menor o igual
que 100 UA’s. Definimos una nueva variable x3 y hacemos x3 igual a la diferencia entre 100 UA's y x] +
(1/5)x5. Es decir, x3 = 100 - (x + (1/5)x5). Podemos reescribir esta ecuacién como:

x3=100-x1 - (1/5)xy o

x1t+ (1/5)X2 tx3= 100

Para nuestra definicién de x3, x3 >= 0, dado que no podemos tener forraje negativo. Esta nueva
variable es un ejemplo de lo que se denomina variable de disminucion en la terminologia de PL. Mide la
diferencia o "distancia en menos" entre x| + (1/5)xp y 100 UA's de forraje. Puede notarse que al introducir
esta variable se ha convertido la desigualdad de forraje en una ecuacion. Se puede hacer lo mismo para
cualquiera otra restriccion del tipo <=.

Variables de excedente o de superavit

Se usa un procedimiento similar para convertir restricciones del tipo >= a ecuaciones. Consideremos
la restriccion del requerimiento de ovejas de la esposa del ganadero, xp >= 100. Esta restriccion establece
que el nimero de ovejas debe ser mayor o igual que 100. Definimos una nueva variable, llamada x4 que
representa la diferencia entre el niimero actual de ovejas y cien. Esto es, x4= X5 -100. Esto puede reescribirse
X7 -X4 = 100.

Dada nuestra definicion de x4, x4 >= 0 dado que no podemos tener ovejas negativas. La variable x4
es un ejemplo de lo que se llama una variable de excedente en la terminologia de PL. Esto es porque x4 mide
la diferencia o exceso entre x5 y 100 ovejas. Al introducir esta variable se ha convertido la desigualdad de
ovejas en una ecuacion. Se puede hacer lo mismo para cualquiera otra restriccion del tipo >= .

Previo a la resoluciéon de cualquier problema de PL con el método simplex hay que introducir
variables de disminucion y de exceso para cada restriccion de los tipos <=y >=, respectivamente. Esto se
hace automaticamente dentro de la computadora. En la resolucién del problema, el método simplex
encuentra valores para las variables de disminucién y de exceso como asi también para las variables de
actividad originales. Los valores de estas variables proveen informacion 1itil porque nos dicen cuanto de cada
uno de los recursos esta sin uso (restricciones <=) o sobre-producido (restricciones >=). Por ejemplo, hemos
visto que en el problema del establecimiento ganadero, la solucién optima era x| = 80 vacas 'y x5 = 100
ovejas. La cantidad de forraje consumida es 1(80) + 1/5(100) = 100 UA's. Esto significa que no sobra forraje
y que nuestra variable de disminucion, x3 es igual a cero en la solucion 6ptima. En otras palabras, no hay
excedente de forraje, por lo tanto el forraje es un recurso limitativo en este problema.

UN PROBLEMA DE USO DE LA TIERRA Y ALGUNOS ANALISIS DE SENSIBILIDAD
ELEMENTALES

UN PROBLEMA SENCILLO DE ASIGNACION: EL MODELO DE RECREACION-MADERA DE
WILSON.

Consideremos una superficie de bosques nacionales de 100000 acres localizada en una unidad
aislada. Estamos tratando de decidir cuantos acres se destinaran a la produccion de madera y cuantos acres se
destinaran a recreacion (tierras de campamento y de picnic). Es decir, estamos considerando dos
prescripciones de manejo que corresponderan a las siguientes variables de decision:
x1: N° de acres sujetos a un manejo intensivo de produccion maderera.
x5: N° de acres sujetos a un manejo intensivo de recreacion.

Sabemos que el area producira, en promedio, 400 pies tabla de madera por acre por afio. En areas
destinadas a un manejo intensivo de producciéon maderera no son posibles los emprendimientos de
23



recreacion, dado que la corta de tala rasa es el método de cosecha de madera que se utiliza, (resultando que
las areas acentuadamente maderables quedan completamente desmontadas al final de cada rotacion). Po otro
lado, las areas estan sujetas a raleos comerciales periddicos durante la rotacion. En el invierno algo de
madera se cosecha de las areas destinadas a recreacion porque no tienen un uso recreacional en esta época.
Para preservar el medio ambiente forestal, esta corta debe hacerse sobre una base selectiva y resulta en una
produccion anual promedio de madera de solamente cien pies tabla por acre. Las plantas de procesamiento
de madera establecidas en la vecindad han usado histéricamente 20 millones de pies tabla por afio
provenientes de esta area. Arbitrariamente se ha decidido que el area continuard proveyendo al menos esta
cantidad. Una capacidad de procesamiento adicional quedara supeditada a la cantidad de madera que pueda
estar disponible luego que se determine la asignacion de superficies. La madera proveniente del area tiene un
valor total de venta promedio del producto de $160 por mil pies tabla. El costo del Servicio Forestal para las
practicas de manejo promedia $10 por mil pies tabla producidos. El valor neto de la madera es entonces de
$150 por mil pie tabla.

Las areas de campamento y de picnic se construyen de manera de proveer tres unidades sobre cada
acre afectado, pero estas areas requieren amplias zonas de amortiguacioén y terrenos para caminos naturales y
para otros aspectos. En promedio cada unidad de campamento o picnic requiere 10 acres para ser destinada a
recreacion. Cada unidad recibe un promedio de 200 visitas por afio (o 20 visitas por acre por afio).
Actualmente hay 100 unidades en el area que reciben un total de 20.000 visitas por afio. Estas visitas se
evaltian en $5 cada una, por lo que ellas también contribuyen a la economia sobre la base del valor total
promedio final. Los costos del manejo recreativo del Servicio Forestal para el area promedian $1 por visita,
dejando un valor neto de recreacion de $4 por visita. Hay un gran interés en la recreacion y todas las areas
que se han destinado a este fin han sido rapidamente colmadas. Los planificadores recomiendan, y con esto
se concuerda, que la prevision para las visitas de recreacion deberia ser al menos el doble que la actual y que
el nimero maximo de visitas que el area puede sostener sin una degradacion seria de la calidad de recreacion
es 400000.

Usando la informacion que proporciona la Tabla 1, simularemos un modelo de programacion lineal
para representar la situacion. Supongamos que deseamos maximizar el valor neto o el ingreso. Nuestra
funcidn objetivo para este problema es:

max. ingreso neto (Z) = 60x1 + 95x»

Para encontrar los requerimientos sefialados anteriormente, necesitaremos las siguientes
restricciones:
1. Restriccion de superficie: no podemos manejar mas de 100000 acres:
x] +xp <=100000 acres.
2. Restriccion de demanda de madera:
400x; + 100x5 >= 20.000.000 pies tabla.
3. Restriccion de una capacidad minima de recreacion:
20xy >= 40000 visitas.
4. Restriccion de capacidad de contencion recreativa:
20xy <= 400000 visitas.
5. Restricciones de no-negatividad (no se puede tener un nimero negativo de acres):
x1>= 0,x9>= 0.
Entonces, el modelo completo de PL es:
Max Z = 60x7 +95x9
sujeto a:
X1 + Xy <= 100000
400x7 + 100xy >= 20.000.000
20xy >= 40000
20xy <= 400000
x1>= 0,x9>= 0

Podemos identificar las siguientes matrices y vectores:
1. El vector de los coeficientes de lafuncion objetivo o vector precio es:
[60, 95].
2. El vector de las variables de decision es:
[X1, X2].
3. La matriz de coeficientes de variables de actividad en la LMI (lado de la mano izquierda) de las
restricciones es:
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1 1

400 100
A= 0 20
0 20

4. El vector de las restricciones del LMD (lado de la mano derecha) es decir, el vector B, es:

100000
B =20.000.000
40000
400000
Recursos Madera Recreacion
Madera
Volumen 400 100
Valor neto $150x 0,4 = $60 $150x 0,1 =$15
Recreacion
Visitas 0 20
Valor neto 0 $4 x 20 =$80
Valor neto total $60 $95
Costo total $4 $21

Tabla 1: Célculo de costos y valores netos por acre por aflo.

Siguiendo los pasos de la interpretacion grafica del problema del stock ganadero, se puede ajustar el
grupo de soluciones viables para este problema, el cual se muestra en la Figura 11. Sabemos que la solucién
optima debe estar localizada en una de las cuatro esquinas o puntos extremos (denominados A, B, Cy D en
la figura).

'—_'R ECREACTON

x
= (Miles de: Restriccién de 1a madera

Lineas de lunciones objetive de prueba
{beneficios en délares)

Restriceién de acres

40
Region viable
20
Restricciones mwm{“'
para {Inferioge:
T i
= T + ¥ + ¥
0 20 40 60 80 00 «x
PRODUCCION DE MADERA
(Miles de acres)

Figura 11: Representacion grafica del modelo de Wilson de recreacion-madera.

Usando tanto el procedimiento grafico o el método simplex, puede mostrarse que la solucion 6ptima
se ubica en el punto C. Esta solucion es:

x1 = 80000 acres manejados para produccion maderera.

X9 = 20000 acres manejados para recreacion; y

Max. Z = $6.700.000, de los cuales $4.800.000 proviene de la producciéon maderera y $1.900.000
de la recreacion.
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GENERACION DE PLANES ALTERNATIVOS POR CAMBIO DEL MODELO.

La solucion del modelo produce un plan de manejo que asigna acres a prescripciones de manejo y
produce madera y recreacion. Pueden generarse planes alternativos haciendo cambios en el modelo (por
ejemplo adicionando restricciones, cambiando los coeficientes de la funcion objetivo, etc.) y resolviendo los
problemas modificados. Cada solucion corresponderia a un plan alternativo y esto deberia hacerse durante
las acciones de "Analisis de la Situacion de Manejo" y "Formulacion de Alternativas".

Cambio del modelo para realizar un analisis de sensibilidad.

En referencia al problema de Wilson, supongamos que el presupuesto es un agregado adicional.
Esto es, hay un limite de $500000 por afio que puede gastarse en prescripciones de manejo.

Modifiquemos el problema original para incorporar esta nueva restriccion. Por la informacion del
Cuadro 1, sabemos que cuesta $4 por acre (400 pies tabla/acre x costo de $10/1000 pies tabla) el manejo del
area para la produccion maderera. Para el manejo de recreacion, el costo es de $21 por acre (20
unidades/acre x $1/visita + 100 pies tabla de madera/acre x costo de $10/1000 pies tabla). Dado que debemos
gastar menos que el limite presupuestario de $500000, la restriccion de presupuesto puede escribirse como:
4x1 +21xy <= 500000

El nuevo modelo se desarrolla a partir del original agregando esta nueva restriccion. Esto es:
Max. Z = 60x1 + 95xy
sujeto a:
Restriccion de superficie
X1 + Xy <= 100000
Restriccion de demanda de madera
400x1 + 100xy >= 20.000.000
Restriccion de visitas minimas para recreacion
20xp >= 40000
Restriccion de capacidad maxima de recreacion
20xy <= 400000
Restriccion de presupuesto
4X1 + 21X2 <= 500000
Restricciones de no-negatividad
x1>= 0,x9>= 0

En este punto es razonable preguntarse: ";Coémo puede la adicion de la restriccion de presupuesto
afectar el problema en términos de seleccion de una solucion 6ptima o plan de manejo?".

Para contestar esta pregunta consideremos la representacion grafica del problema modificado que se
muestra en la Figura 12. Esto muestra que la adicion de la restriccion de presupuesto ha reducido el tamafio
del grupo de soluciones viables. El area punteada contiene todos los puntos que representan soluciones que
fueron viables para el problema modificado. La comparacion con la figura anterior muestra que la solucion
optima para el problema original (punto C) no es viable para el problema modificado. Usando el
procedimiento grafico vemos que la nueva solucion dptima se encuentra en el punto Cy. Esta solucion es:

X1 = 94117,65 acres manejados para madera;

Xp = 5882,35 acres manejados para recreacion; y

Maéx. Z = $6.205.882,25 de los cuales $5.647.059 provienen de la madera y $558.823,25 provienen
de recreacion
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Figura 12: Representacion grafica del modelo de produccion de madera-recreacion de Wilson, con la
adicion de la restriccion de presupuesto.

Los efectos de adicionar la restriccion de presupuesto al problema se muestran en la Tabla 2.
Sintetizando, 14117, 65 acres se tomaron de la actividad de recreacion y se asignaron a la produccion
maderera. Esto resulta en una reduccion de ingresos de $494117,75 porque cada uno de los 14117,65 acres
producen $95 de ingreso cuando se manejan para recreacién y solamente $60 cuando se manejan para
produccion maderera, es decir $35 menos por acre.

Item Solucion Solucion Magnitud del  Direccion del
original nueva cambio cambio
Madera (x1) en acres 80000 94117,65 14117,65 incremento
Recreacion (x5) en 20000 5882,35 14117,65 decrecimiento
acres
Ingreso (Z) $6.700.000  $6.205.882,35  $494117,65 incremento

Tabla 2: Comparacién de soluciones Optimas para dos versiones del modelo de Wilson.

Esta reduccion se produce por el hecho que podiamos gastar solo $500000 segun nuestra restriccion
presupuestaria y en el problema original, donde el presupuesto era irrestricto, gastamos ($4)(80000) +
($21)(20000) = $740000.

Para acordar con la reduccion requerida de presupuesto, los acres manejados para recreacion en el
plan original fueron llevados a manejo maderero a causa de su bajo costo.

Como se dijo anteriormente, cada vez que se modifica y resuelve cualquier problema de PL, se
genera un plan alternativo. El proposito principal de esta actividad es el de analizar flujos entre planes
alternativos (Analisis de la Situacion de Manejo y Formulacion de Alternativas). En el ejemplo citado,
tenemos un flujo potencial entre presupuesto e ingreso. Una reduccion en el presupuesto de $740000 a
$500000 conduce a una reduccion en los ingresos de $494117,65. Cualquier comparacion de estos planes
necesitaria considerar este flujo. Si esta fuera una situacion real, seria necesario determinar si un incremento
en el ingreso de casi $500000 justifica un desembolso incrementado de $240000.

Se ha descripto un ejemplo muy sencillo, en el que se han investigado los efectos de un cambio en
el modelo sobre la solucion optima. Esta clase de analisis se denomina a menudo andlisis de sensibilidad o
analisis de post-optimizacion. Para un pequefio problema como este, el efecto del cambio es facil de
observar, dado que podemos usar graficos para ilustrarlo. Sin embargo, para un gran problema, el efecto de
tal cambio puede quedar enmascarado y es necesario un analisis mas cuidadoso. La mayoria de los
programas de computacion imprimen, ademas de la solucion dptima, informacion que ayuda para el analisis
de sensibilidad.

Otro importante tipo de cambio en un modelo de PL que sera hecho para generar planes alternativos
es un cambio de funciones objetivo. Dentro de un modelo de PL dado, uno puede elegir cualquier elemento o
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relacion para que sea la funcion objetivo. Por ejemplo, considerando el problema modificado de produccion
de madera-recreacion de Wilson, se ve que la funcion objetivo elegida es la maximizacion del ingreso neto.
Otras funciones objetivo que pudieron ser elegidas son:

1. Maximizacion de la produccion de madera;

2. Minimizacion de la produccion de madera;

3. Maximizacion de la produccion de recreacion;
4. Minimizacion de la produccion de recreacion;
5. Minimizacion del presupuesto.

Deberia ser obvio que la eleccion de una de estas funciones objetivo alternativas, a menudo
conducird a una solucion 6ptima diferente que aquella correspondiente al punto de esquina Cq. A partir de
lo que se ha dicho del método simplex, sabemos que la solucion optima, sin importar cual sea la eleccion de
funciones objetivo, debe ocurrir en uno de los cuatro puntos de esquineros A, By, C o D. Por supuesto, cada
uno de ellos corresponde a distintas asignaciones de la tierra y por lo tanto, a planes alternativos diferentes.

Alteracion de la Funcién Objetivo: Maximizacion de la Produccion de Madera

La ecuacion para esta alteracion sera:
Miax Z = 400xq + 100x,
sujeto a:

Restriccion de superficie
X1 + Xy <= 100000
Restriccion de demanda de madera
400x; + 100x5 >= 20.000.000
Restriccion de visitas minimas para recreacion
20xp >= 40000
Restriccion de capacidad méaxima de recreacion
20xy >= 400000
Restriccion de presupuesto
4x1 +21xy <= 500000
Restricciones de no-negatividad
X] >= 0, Xy >= 0

Para maximizar la produccion maderera, deberian destinarse tantos acres como fuera posible a una
prescripcién de manejo intensivo con este fin. Dado que 2000 acres deben asignarse a la prescripcion de
recreacion para respetar la restriccion minima impuesta a esta variable, quedan 98000 acres disponibles para
el manejo maderero intensivo y por lo tanto la solucion 6ptima se da en el punto D, donde x1 = 98000 acres
y X = 2000 acres (Figura 12). A partir de esto, es facil determinar los niveles correspondientes de egresos de
productos y servicios, como se ha hecho en ejemplos previos.

Alteracion de la Funcion Objetivo: Minimizacién del Presupuesto

La ecuacion para esta alteracion sera:
min Z =4x1 +21xy

sujeta a las mismas restricciones sefialadas para el ejemplo anterior.

Claramente, se ve que el modo de minimizar el presupuesto es minimizar el niimero de acres
manejados, especialmente bajo la prescripcion de recreacion dado que su costo es mayor ($21 contra $4 de la
prescripcion de produccion maderera).

El punto de esquina A corresponde a esto, y la solucion es manejar el minimo de 2000 acres bajo la
prescripcion de recreacion y 49500 acres bajo la prescripcion de produccion de madera. Puede notarse que
con esta solucion, quedan 48500 acres que no se manejan bajo alguna de las dos prescripciones. Si se
requiere que todos los acres se manejen de alguna forma, esta seria una solucion inaceptable. Hay por lo
menos dos formas de modificar el problema para resolver esta dificultad. El cambio mas simple involucra la
modificacion de la restriccion de superficie, para forzar a que todos los acres queden bajo manejo. Esto es:

x1 + x9 =100000
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Si se hiciera esto, la region viable se transformaria en el segmento C1D de la Figura 12. Es posible
que el forzamiento de que todos los acres sean manejados bajo una u otra de las prescripciones no sea
deseable. Entonces, puede definirse una prescripcion adicional de un minimo nivel de manejo. Si el nimero
de acres a ser asignados a esta prescripcion se nota como x3, entonces la restriccion de superficie serfa:

X1 + X2 + X3 = 100000

Si no se hacen mas cambios en el modelo, los 48500 acres que no se manejan bajo las
prescripciones de recreacion o produccion maderera, serian manejados bajo la de nivel minimo de manejo
del ejemplo.

Un comentario final a estos dos ejemplos de alteraciones. Como se han presentado, en el modelo no
se hace una consideracion del ingreso neto una vez que se ha cambiado la funcion objetivo. Si se deseara
esto, seria facil de rectificar mediante el agregado de una restriccion de ingreso. Por ejemplo, si se deseara
generar al menos $5.000.000 en ingreso neto, deberia agregarse al modelo una restriccion de la forma:

60x] + 95x5 >=5.000.000

ALGUNOS ASPECTOS DE LA FORMULACION DE PROBLEMAS DE PL

El modelo de Producciéon de Madera-Recreacion de Wilson ilustra problemas que pueden ocurrir
durante la formulacioén de problemas de PL. Estas dificultades pueden ser tenidas en cuenta (y a menudo lo
son) en problemas de PL de cualquier tamafio, y sus caracteristicas son faciles de demostrar en un problema
de dos variables porque la representacion grafica es posible. Algunos aspectos de la formulacién de
problemas tales como un numero infinito de soluciones Optimas y restricciones redundantes no causan
dificultad alguna en la determinacion de la solucion dptima, pero otras tales como soluciones no viables o
una solucion optima sin limites, hacen imposible la determinacion de una solucioén optima.

Numero Infinito de Soluciones Optimas

Hasta ahora, los problemas de PL considerados han tenido una unica solucién 6ptima. Sin embargo,
es probable que exista un nimero infinito de soluciones que satisfagan el criterio de optimizacion; esto es,
cada una de estas soluciones maximiza o minimiza la funcidon objetivo. Para ver como puede suceder esto,
cambiaremos la funcidn objetivo para el problema de Wilson, reemplazando el coeficiente de x5, de $95 a
$60. Esto es:

max ingreso (Z) = 60xy + 60xy

Por supuesto, esto es equivalente a cambiar el ingreso neto para el manejo intensivo de recreacion
de $95/acre a $60/acre.

Si consideramos el problema original (sin restriccion de presupuesto), el grupo de soluciones
viables que se muestra en la Figura 13, es exactamente el mismo que el que se muestra en la Figura 11. Sin
embargo, cuando se usa la aproximacion grafica para resolver el problema con la funcién objetivo
modificada, notamos que la pendiente de las lineas que representan los valores de la funcidn objetivo que se
estd probando, ha cambiado a causa del cambio en el coeficiente de x5. En efecto, la pendiente es la misma
que aquella de la linea que representa la restriccion de superficie. Cuando ajustamos las lineas que
corresponden al incremento de los valores de ingreso, encontramos que eventualmente (a un ingreso igual a
$600000), la linea de la funcion objetivo y la linea de la restriccion de superficie son coincidentes.

Recordemos que en los ejemplos previos, en los que incrementamos grandes valores de prueba para
la funcién objetivo, eventualmente alcanzamos un valor donde la linea de la funcidn objetivo intersecta solo
un punto (un punto de esquina o extremo) en el grupo de soluciones viables. Este punto corresponde a la
solucién 6ptima (asumiendo un problema de maximizacion) porque cuando tomamos valores grandes para la
funcion objetivo, las lineas correspondientes estan completamente fuera del grupo de soluciones viables.
Esto es, estas lineas corresponden a valores de beneficio o ingreso que son mas grandes que los valores
producidos por cualquier solucion viable.

Esto se mantiene para el ejemplo de la Figura 13 en que la seleccion de cualquier valor de funcion

objetivo mayor que $600000 conduce a una linea que queda fuera de la region viable. El punto importante a

tener en cuenta es que la linea de la funcion objetivo no intersecta la region viable en un unico punto, sino en

cada punto del segmento de linea C|D. Esto significa que cada punto sobre esta linea corresponde a una
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solucion optima porque todos ellos producen un retorno de $600000. Esto es facil de verificar determinando
las coordenadas de cualquier punto sobre este segmento de linea y sustituyendolo dentro de la funcién
objetivo. Por ejemplo, las coordenadas del punto D son x{ = 98000 y x5 = 2000 y;

retorno = (60)(98000) + (60)(2000) = $600000

De aqui se deduce que cualquier solucion (hay un numero infinito de ellas) en este segmento de
linea es optima y puede implementarse. Puede notarse que ello se produce a causa que la pendiente de la
linea de la funcion objetivo es la misma que la pendiente de la linea de una de las restricciones (en este caso
la restriccion de superfcie). Dado que esto puede ocurrir con problemas de cualquier tamafio, el uso del
método simplex para la determinacion de la solucion optima no presenta dificultad alguna. En efecto, este
método detectard multiples soluciones optimas, si ellas existen.

Xy ; Miles de acres)
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de prueba (beneficlos en délares)
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80
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Figura 13: Soluciones 6ptimas multiples encontradas cuando la funcién objetivo se cambia a Z = 60x] +
60x9

Restricciones Redundantes

Consideremos la adicion de una restriccion presupuestaria al modelo original de Wilson, pero ahora
asumiendo que la limitacion de presupuesto es de $750000 en lugar de $500000. Esto es, la restriccion
presupuestaria sera:

4x1 + 21xy <=750000

En la Figura 14 se presenta una representacion grafica de este problema incluyendo esta restriccion.
Puede notarse que esta restriccion se halla fuera del grupo de soluciones viables pero cada punto de este
grupo la satisface, dado que se trata de una restriccion <=. De esta forma, no altera el grupo original de
soluciones viables por lo que la solucion optima podria ser la misma que para el problema original. Una
restriccion que no altera el problema por el cambio del grupo de soluciones factibles, se llama restriccion
redundante. En grandes problemas, este tipo de restricciones es dificil de detectar porque no puede
desarrollarse una representacion grafica del problema. Hay programas de computacion de PL mas eficientes
que eliminan estas restricciones para beneficiar la eficiencia de la solucion antes que dificulten la resolucion
del problema.

Otra forma de describir las restricciones redundantes es decir que ellas no son condicionantes o bien
que otras restricciones en el problema son mas limitantes o mas restrictivas que aquellas. Esto es asi para el
ejemplo porque de haber querido, podrian haberse gastado $740000 para implementar la estrategia 6ptima
para el problema original de Wilson. Esta era la mayor cantidad de dinero que podiamos gastar a causa de la
restriccion de superficie; esto es, teniamos solamente 100000 acres para manejar. Dado que podemos gastar
$740000 como maximo, es obvio que un agregado de $10000 (un presupuesto de $750000) no va a mejorar
sensiblemente las cosas. En otras palabras, el limite de superficie es mas restrictivo que un presupuesto de
$750000 porque no podemos gastar aquel dinero extra sobre la superficie disponible dadas las restantes
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restricciones. Por supuesto, si se cambiara alguna de las otras restricciones, podria ser posible exceder un
presupuesto de $750000 y hacer de esta forma que esta restriccion sea verdaderamente limitante.
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007 Restriccion de madera

Restriccion de
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60T
Restriccion de Region viable
aod presupuesto
-
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X

20 40 60 B8O 100
PRODUCCION DE MADERA
(Miles de acres)

)

Figura 14: Representacion grafica del problema de Wilson con un limite de presupuesto de $750000.
Soluciones No Viables

Para ilustrar esta situacion, consideremos una limitacion de presupuesto de $160000. Esto es, la
restriccion sera:
4x1 + 21xp <= 160000

En la Figura 15 se muestra una representacion grafica de esta situacion. Puede notarse que dado que
la restriccion presupuestaria es de la clase <=, los unicos puntos representantes de soluciones que requieren
menos de $160000 para ser implementadas, se ubican fuera de la linea de la restriccion de presupuesto. En
consecuencia, ninguna de las soluciones que satisfaga la restriccion de presupuesto, satisface también la
restriccion de produccion de madera. Como resultado, no hay soluciones que simultaneamente satisfagan
estas restricciones y por lo tanto, no hay un grupo de soluciones viables para este problema. Problemas como
este no pueden resolverse sin una reformulacion que elimine la inviabilidad y esto solo es posible si el
sistema que esta siendo modificado tiene un grupo de soluciones viables en el primer lugar.
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Figura 15: Representacion grafica del problema de Wilson con una limitacién de presupuesto de $160000.
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Soluciones Optimas Ilimitadas

Esto significa que al menos una de las variables de decision puede adoptar valores arbitrariamente
grandes y aun continuar siendo viable. Esta situacion se da si eliminamos la restriccion de superficie del
problema original de Wilson. En la Figura 16 se presenta una representacion grafica de esta situacion.

Puede notarse que x| (acres manejados para produccion de madera) pueden tomar cualquier valor
hasta el infinito. Dado que x| es ahora ilimitado, es posible manejar un niimero ilimitado de acres para la
produccién maderera y generar un ingreso neto ilimitado. Esta es, obviamente, una situacion irreal y por lo
tanto la solucion que se determine para el problema sera también irreal.

Dado que se han considerado solamente problemas pequefios, puede parecer que es facil detectar
las condiciones que conducen al hallazgo de soluciones no viables o de soluciones dptimas ilimitadas. Para
problemas del mundo real, sin embargo, tales condiciones son, a menudo, dificiles de detectar. La mayor
parte de los paquetes informaticos de PL proveen algunas ideas o pistas de lo que puede ser la causa de
inviabilidad o de una solucioén sin limites, pero estos problemas pueden ser dificiles de localizar y resolver,
aun con informacién adicional. Cuando se formulan grandes problemas de PL, hay una gran cantidad de
tiempo que a menudo se destina a localizar y a corregir problemas que causan inviabilidades. Es importante
darse cuenta que si un modelo esta correctamente formulado (por ejemplo, si es una representacion precisa
del sistema) no deberia presentarse una solucion 6ptima sin limites.
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Figura 16: Representacion grafica del problema de Wilson sin restriccion de superficie.

SUPUESTOS DE LA PROGRAMACION LINEAL
Linealidad

Todas las relaciones matematicas expresadas en cualquier modelo de PL, ya sea en la funcion
objetivo o en las restricciones, deben ser lineales en términos de las variables de decision. Es decir que no
debe haber términos que involucren potencias, productos cruzados, logaritmos, etc. Por ejemplo, las
expresiones:

max Z = 16x1 +2xy + 4x3
4x1 + 5xp + 6x3 <= 100
X1 +9xy +11x3 >=50
son todas lineales, pero las expresiones:
max Z = 16)(12 + 4x1xp + 9x3
19)(12 + 4x1x% + 6 log x3 <= 100
4X12 + 11xp7 +4x1x9x3 >= 50
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son no lineales. Las tres tltimas expresiones deberian ser invalidas para su inclusion en cualquier modelo de
PL. Sin embargo, pueden ser incorporadas en ciertos modelos de programacion no lineal.

Para satisfacer el requerimiento de linealidad, quedan implicados dos supuestos adicionales acerca
de relaciones entre variables de decision. Se conocen como proporcionalidad y aditividad y deben
contemplarse en la funcion objetivo y en todas las restricciones.

Proporcionalidad

Proporcionalidad significa que la medida de la efectividad (funcién objetivo) y la tasa de uso de los
recursos (restricciones) debe ser proporcional al nivel de cada actividad conducida separadamente. Por
ejemplo, supongamos que la funcioén objetivo de interés involucra la maximizacion del beneficio y que x
representa el nimero de acres en los cuales se aplica una determinada prescripcion de manejo. Si el
coeficiente de x1 en la funcion objetivo es $50, esto significa que cada acre de tierra manejado bajo la
prescripcion apropiada producird un beneficio de $50. Esto es:

Sixq = 1, el beneficio es $50(1) = $50;
Si x1 =49, el beneficio es $50(49) = $2450;
Sixq =50, el beneficio es $50(50) = $2500.

Dicho de otra manera, no importa cuantos acres se manejen en el presente bajo esta prescripcion
(x1), la tasa de incremento (decrecimiento) en beneficio a partir de esta actividad serd de $50 por acre
incrementado en el nimero de acres manejado.

La proporcionalidad implica la misma relacion para las variables y sus coeficientes en las
restricciones, excepto que ahora los coeficientes son una medida de la tasa de uso del recurso mas que una
medida de la efectividad. Por ejemplo, supongamos que tenemos una restriccion de la forma:

5x1 +10xp + 6x3 <= 4000

donde 4000 es el nimero de unidades de algun recurso que estéa disponible y nuevamente, x| es el niimero de
acres a ser manejados de acuerdo con alguna prescripcion de manejo. La proporcionalidad significa que no
importa cuantos acres manejemos bajo esta prescripcion, cada acre consumira 5 unidades del recurso.

Aditividad

El supuesto de proporcionalidad no es por si solo suficiente para garantizar la linealidad; es posible
que ocurran interacciones entre actividades (matematicamente representadas por términos de productos
cruzados) con respecto a la efectividad total o al uso. Para asegurar que esto no ocurra, debe aplicarse el
supuesto de aditividad. Esto es, la efectividad total (funcién objetivo) y el uso total de los recursos
(restricciones) resultan de conducir a que dos o mas prescripciones al mismo tiempo deban igualar las sumas
de efectividad o uso resultantes de cada actividad llevada a cabo separadamente.

Por ejemplo, supongamos que la funcion objetivo es:

max beneficio = 20x| + 30x5 + 40x3
y X{, X2 y X3 son iguales al nimero de acres manejados bajo cada una de tres diferentes prescripciones. Los
coeficientes representan los beneficios por acre para cada una. Mas alla, supongamos que:

X1 = 20 acres manejados, prescripcion 1;
X9 = 30 acres manejados, prescripcion 2;
x3 = 40 acres manejados, prescripcion 3.

El supuesto de proporcionalidad garantiza que:
Beneficio para la prescripcion 1 = (50)(20) = $1000;
Beneficio para la prescripcion 2 = (30)(30) = $900;
Beneficio para la prescripcion 3 = (40)(40) = $1600.

El supuesto de aditividad garantiza que el beneficio total de las tres prescripciones juntas igualara la
suma de los beneficios que resulten de cada una separadamente. En este caso:

Beneficio = $1000 + $900 + $1600 = $3500

33



El supuesto de aditividad implica la misma cosa con respecto a las tasas de consumo de recursos en
tanto expresadas por las restricciones. Esto es, nuestra restriccion es:
5x1 + 10xy + 6x3 <= 4000
¥ X1, X2 y X3 tienen los valores dados mds arriba, entonces el supuesto de proporcionalidad garantiza que:

Unidades de recurso usados en la prescripcion 1: (5)(20) = 100;
Unidades de recurso usados en la prescripcion 2: (10)(30) = 300;
Unidades de recurso usados en la prescripcion 3: (6)(40) = 240.

El supuesto de aditividad garantiza que la cantidad total de recurso utilizada es la suma de
cantidades usadas por cada prescripcion implementada por separado. En este caso, el monto de recurso usado
es igual a 100 + 300 + 240 = 640 unidades.

No-Negatividad

Se asume que todas las variables de decision son no-negativas o que no pueden tomar valores
negativos. Este supuesto se viola raramente en la practica, particularmente en aplicaciones de manejo de
tierras. Aun si es violado, no presenta problemas en la resoluciéon de problemas de PL porque se pueden
aplicar varios trucos.

Divisibilidad

Este supuesto se refiere a la capacidad de las variables de decision de tomar cualquier valor no-
negativo mas alla de valores enteros solamente. Es decir, se asume que las variables de decision son
variables continuas.

Certeza

Se asume que todos los coeficientes en el modelo (aquellos en la funcidon objetivo y en las
restricciones) son constantes conocidas. Esto es, un modelo de PL es un modelo deterministico o uno que no
involucra incertezas o elementos probabilisticos.

Funcion Objetivo Singular

La programacion lineal se critica a menudo porque considera Unicamente un criterio de
optimizacion (funcidn objetivo) por vez. Es posible optimizar con respecto a mas de un criterio, pero cada
uno debe ser considerado separadamente. Esto puede hacerse por el uso repetido del método simplex para
determinar la solucién oOptima que corresponde a cada funcion objetivo de interés. La optimizacion
simultanea de dos o mas criterios es posible solamente si ellos pueden expresarse en las mismas unidades y
por lo tanto, incorporarse en una funcion objetiva singular. Los criterios u objetivos que no pueden
expresarse en las mismas unidades se indican a menudo como objetivos inconmensurables y la utilizacion
simultanea de dos o0 mas de estos esta mas alla de las capacidades de cualquier técnica.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA PROGRAMACION LINEAL

Como todas las técnicas analiticas, los supuestos en los cuales se basa la programacion lineal crean
ventajas y desventajas que influencian su aplicacion. Es importante estar conciente de ellas y reconocer las
limitantes que traen aparejadas. La programacion lineal ha sido a menudo criticada por sus desventajas (tales
como linealidad, falta de un conocimiento cierto sobre los coeficientes, falta de suficiente detalle para
reflejar adecuadamente la realidad, etc.) y aun cuando es ciertamente importante reconocerlas, es igualmente
importante darse cuenta que las alternativas a la PL también tienen sus desventajas. En todo caso, la PL
posee ciertas ventajas que la colocan en una posicion favorable cuando se la compara con alguna de las
técnicas de modelacion alternativas.

El supuesto de linealidad: una discusién

Posiblemente este supuesto ha sido mas que ningun otro aspecto de la técnica, el blanco de la mayor
cantidad de criticas. Aun cuando es ciertamente verdadero que el mundo no es lineal, esta restriccion en un
modelo de PL puede no ser un problema tan serio como se declama. Una razén para ello es que muchas
relaciones no lineales pueden ser aproximadas por otras lineales. Esto se hace a menudo en una manera paso
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a paso como se indica en los ejemplos de la Figura 17. A partir de estos ejemplos, puede verse que se puede
hacer una aproximacion muy estrecha a una relacion no lineal con segmentos de lineas rectas. En tales casos,
una aproximacion lineal es a menudo suficiente, particularmente cuando se considera nuestra falta de
conocimiento sobre algunos aspectos de los sistemas de recursos naturales. Un tipo especial de programacion
lineal, conocido como programacion separable, ha sido disefiado para manejar restricciones no lineales
usando una aproximacion lineal parte a parte, tal como muestra la Figura 17. La aproximacion por partes de
restricciones monotoénicamente decrecientes (Caso A en la Fig. 17) posibilita que tales relaciones sean
incorporadas en modelos convencionales de programacion lineal. Tal aproximacion ha sido utilizada para
manejar curvas de demanda de pendiente decreciente en produccion maderera.

Si alguien no puede vivir con aproximaciones lineales de relaciones no lineales, hay varias técnicas
de programacioén no lineal que permiten la inclusion de restricciones no lineales o funciones objetivos en el
modelo. Desafortunadamente, aun cuando los modelos de programacion no lineal pueden formularse, la
solucion de tales modelos no es a menudo posible. Esto es particularmente cierto cuando el tamafio del
modelo se incrementa. En otras palabras, podemos flexibilizar el supuesto de linealidad y formular un
modelo no lineal, pero una vez que hemos hecho esto no podemos garantizar que podemos resolver el
problema. En programacion lineal, si se contemplan todos los supuestos, puede determinarse la solucion
optima si es que ella existe. También surge que si somos capaces de resolver nuestro problema de
programacion no lineal, esto sera mas dificil que resolver un problema de programacion lineal de tamafio
comparable. Esto sucede porque los algoritmos para resolver los programas de programacion no lineal son
mas complejos y computacionalmente mas ineficientes que el método simplex. Para problemas de gran
escala, como aquellos de planificacion de manejo de la tierra, la diferencia en costos puede ser bastante
significativa. La solucion garantizada y la eficiencia computacional del método simplex, son dos factores que
lo hacen aconsejable para sacrificar la no-linealidad para problemas de gran escala.

'ﬁ A, Relacion monotonicamente decreciente
(1a curva nunca asciende)

B. Relacion monoténicamente creciente
(la curva nunca desciende)

Figura 17: Ejemplos de aproximacion lineal paso a paso de relaciones no lineales.
El Requerimiento de Divisibilidad: Una Discusion

El requerimiento de divisibilidad o el supuesto que las variables de decision son continuas, puede
conducir a problemas. A menudo, estas variables representan cantidades que tienen significado solamente
para valores enteros. Por ejemplo, no tiene sentido hablar de 101,78 cabezas de ganado. Cuando pasa esta
clase de cosas, una practica comiin es redondear. Esta practica puede ser peligrosa, porque es posible que
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estos valores redondeados sean o bien inviables o bien no 6ptimos. La programacion de enteros mezclados es
una técnica que maneja problemas con variables de decision continuas y discretas, pero desafortunadamente
el algoritmo de solucion, tal como aquellos para programacion no lineal, puede ser ineficiente y costoso para
su uso, en relacion con el método simplex.

La PL como un Modelo Deterministico: una Discusion

Nuestro limitado entendimiento de los sistemas de recursos naturales causa un problema porque la PL es
un modelo deterministico. Esto implica que no hay coeficientes desconocidos. Esto puede crear dificultades
para asignar al mismo tiempo efectos favorables tales como pies cuadrados producidos por acre y pies por
acre de produccion de agua, e impactos desfavorables tales como toneladas de sedimentos resultantes de la
implementacion de prescripciones de manejo.

Mas aun, varios de los coeficientes son estimados de las condiciones o egresos que tendran lugaren
el futuro. Muchos modelos de PL de manejo de la tierra consideran la planificacion de prescripciones en el
futuro y no consideran la posibilidad que estas actividades puedan no ocurrir. La asignacion de acres a
prescripciones en un modelo de PL depende en parte de las cantidades de los diferentes productos que se
producen, dado que ellos son la medida por los cuales se determinan los méritos de cada prescripcion. De
este modo, los valores incorrectos para estos coeficientes pueden conducir a diferentes asignaciones de acres
y por lo tanto, a diferentes niveles de salidas de recursos de los que se obtendrian utilizando valores
apropiados.

Afortunadamente, la influencia tanto de los coeficientes cambiados como de los cambios futuros en
actividades sobre la localizacion de la superficie puede determinarse mediante el analisis de sensibilidad. Los
modelos de programacion lineal con componentes probabilisticos han sido desarrollados, pero sufren las
mismas desventajas en términos de eficiencia de la solucion que la programacion no-lineal o la programacion
de enteros mixtos.

Beneficios no Cuantificables: Una Discusion

Relacionado con las prescripciones cuyos efectos benéficos son no cuantificables esta la necesidad
de cuantificar los efectos de las prescripciones de manejo. Esta limitacion influencia el desarrollo del modelo
en la misma forma que lo hace la incertidumbre. Los ejemplos incluyen la impresion de folletos descriptivos
disefiados para dispersar el uso recreativo, practicas ganaderas que colocan al ganado lejos de areas con una
gran cantidad de pastos, e investigaciones de aspectos particulares del sistema bioldgico que esta siendo
manejado. la solucion a este problema se encuentra en el reconocimiento de que ni los modelos singulares ni
las aproximaciones pueden incorporar todos los aspectos de un problema del mundo real. Es decir, mientras
la asignacion por PL de las prescripciones puede proveer la base del plan, el plan completo también incluird
numerosos items nunca considerados por o incorporados al modelo por si mismo.

TAMANO DEL MODELO

Como se menciond anteriormente, una ventaja de la programacion lineal es que varios cientos de
variables y las relaciones matematicas pueden incorporarse dentro de un modelo simple. Pero existen
limitaciones en los tamafios de los problemas en términos de los costos de los modelos, relacionados con el
tiempo requerido para la solucion computacional y los requerimientos de almacenamiento para los datos
incluidos en el modelo. Aun los mas sofisticados paquetes de PL tienen limitaciones para el tamafio de los
problemas, y adicionalmente, los resultados de problemas muy grandes pueden ser dificiles de interpretar. En
resumen, la restriccion del modelo a la inclusion de solamente aquellos factores que pueden ser
significativamente cuantificados es una consideracién importante si la PL se quiere usar efectivamente.

En conclusion, la Programacion Lineal, tal como todas las técnicas de modelacion tiene numerosas
ventajas y desventajas. Una programacion lineal no solamente se formula, se generan algunas computos y se
tiene un grupo de planes forestales alternativos. Es necesario ademas, un trabajo adicional considerable para
llevar adelante una solucion de PL y usarla para desarrollar un plan alternativo.

Para desarrollar mejoras en los modelos es necesaria la investigacion. Por ejemplo, el hecho que un
modelo de PL considere Unicamente una funciéon objetivo singular fue mencionado anteriormente. La
planificaciéon del manejo de tierras en bosques regionales y nacionales, debe responder a varios objetivos
conflictivos y la practica cotidiana, en casos donde se ha aplicado la PL, ha sido determinar la solucién
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optima para cada objetivo de interés. La desventaja de este enfoque es que cada objetivo o criterio de
optimizacion es considerado mas o menos independiente cuando en realidad lo que se desea es la
consideracion simultinea de varios objetivos. Desafortunadamente, no existe una solucion singular que
optimice un grupo de objetivos conflictivos simultineamente. Las técnicas de optimizacion de objetivos
multiples deberian ser investigadas para determinar su aplicabilidad a problemas de planificacion forestal. La
técnica de programacion de metas es una técnica multiobjetivo, al mismo tiempo que un caso particular de
programacion lineal.
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